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Samenvatting.

Wetenschappelijk onderzoek is voor een groot deel het
zoeken naar relaties tussen &én bepaald verschijnsel en een

aantal andere verschijnselen.

Mathematisch geformuleerd, hoe ziet de functie eruit in:
yj = f(xij; ar)(i = l,eeusk; r=1,...,t5 3 =1,...,N) waarin
y; resp. xij kwantificaties van de verschijnselen voorstellen
en a  parameterwaarden zijn. Het probleem is in zijn algemeen-
heid slechts oplosbaar als men ten aanzien van de vorm van de
functie een bepaalde onderstelling invoert, waarna het verder
gaat om de schatting van de waarden van de parameters a, en
het geven van een statistische uitspraak betreffende de reali-

teit van de veronderstelde relatie.

In die gevallen, waarin r = i en t = k kan f vaak als

een lineaire functie in de as worden beschouwd:

In principe zijn in dit model zeer veel relaties samengevat.
Ten eerste omdat de Xij onderling afhankelijk mogen zijn,bij-

voorbeeld x.. = x,.x%. enz. Ten tweede omdat de x.. zowel con-
3] 13723 i

tinue variabelen kunnen voorstellen als ook z.g. indicator-
variabelen. Dit laatste wil zeggen, dat slechts de waarde ]l of O
(voor iedere j is één xij = 1 en de overigen zijn 0) worden
aangenomen, wat er op neer komt, dat de yj in klassen i worden
ingedeeld. In geval van continue variabelen heet de statistische
behandeling regressie-analyse; in geval van indicatorvariabelen

variantie-analyse. De gemengde vorm heet covariantie—analyse.



Voor de oplossing van het hier aangeduide probleem zijn
mathematische-statistische methoden ontwikkeld die o.a. te
vinden zijn in de boeken van Scheffé& en van Dempster (zie

literatuur).

In dit rapport wordt de algemene theorie volgens boven-
.genoemde boeken zo kort mogelijk behandeld in hoofdstuk 1,
terwijl daarna in 2 numerieke toepassingen worden gegeven.
De hoofdstukken 3 en 4 behandelen een bijzonder geval van
regressie~analyse namelijk een methode om 'met een computer"
tot de optimale keuze van r variabelen xs uit de totaal k
variabelen te komen ter verklaring van de variatie van vy.

Deze methode is te vinden in een artikel van Efroymson.

De bedoeling van dit rapport is de behandelde materie
toegankelijk te maken voor diegenen, die niet de tijd hebben

de uitvoerige literatuur door te werken.



Summarz.

Scientific research is mainly conserned with attempts
to find relations between one phenomenon and different other

phenomena.

Mathematically formulated, what can be said about:
y; = f(xij; ar)(i =1,k r=1,...,t; § =1,...,N) in
which yj resp. xij represent the phenomena and the a_ are
parameters to be chosen. In general a solution is only
possible if some form of the function is postulated. The
problem is reduced then to finding estimates of the a and
to giving a statistical judgement with regard to the reality

of the relation so formed.

If r =1 and t = k it is often possible to use a lineair

relation (lineair with regard to the ai):

In principle many sorts of relations are contained in this
model. Firstly because the .. need not to be independent of
each other, for instance x3j = xlszj ect. may be possible and
secondly because the xij can be continuous variables as well as
so called, indicator variables. The latter means that for each
j only Xij = 1 and all other xij = 0; so that the yj are
arranged in different classes. The statistical treatment is
called regression analysis in the case of continuous variables

and analysis of variance in the case of indicator variables.

Analysis of covariance is a mixed form.



The mathematical statistical solution of the problem can
be found in different textbooks for instance in those written

by Scheffé and by Dempster (see literature).

In the present report the general theory according to
Scheffé and .Dempster is treated shortly in chapter 1, while
chapter 2 gives some numerical examples. The chapter 3 and 4
contain a treatment of a special regression problem viz. the
solution (which a computor) of the problem of finding an
optimum choice of only r from the k variables Xj to explain
the variation of y. This method has been developted by

Efroymson, using results of Orden (see literature).

This report is meant to give an introduction to the
method to be used by investigators who do not have time to

study the books of Scheffé, Dempster and other themselves.



Een algemeen lineair statistisch model voor de bepaling van relaties

tussen een aantal grootheden.

Dr. P.J. Rijkoort

Algemene inleiding.

Een groot gedeelte van het onderzoek dat in wetenschappelijke
instellingen wordt uitgevoerd, bestaat in het zoeken naar het ver-

band tussen &&n bepaalde grootheid (y) en &én of meer grootheden (xi).

De statistische behandeling van dergelijke problemen, voor
zover die in dit verslag zal worden uiteengezet, zal zich beperken

tot die gevallen waarbij het verband de volgende lineaire vorm heeft:

y=3,xl+82x2+.............+8pxp 0.1)

De lineairiteit van het model is beperkt tot de parameters Bi
en niet wezenlijk tot de X, daardoor kunnen met dit model meer rela-
ties beschreven worden dan men in eerste instantie zou denken. Naast
die gevallen waarin inderdaad een rechtstreekse lineaire relatie be-
staat, kan men voor gevallen waarbij dit niet zo is, door transfor-
maties toch tot bovenstaande vorm komen; voor een exponentieel
verband bijvoorbeeld kan dit met een logarithmische transformatie. Boven-
dien kan men een gecompliceerde vorm van xi's opvatten als een nieuwe
X3 het kwadratische verband y = ax2 + bx + ¢ kan bijvoorbeeld ock in
de vorm (C.}1) gezien worden als men x2 door X, en x zelf door X, voor-
stelt; verder resulteert het opvatten van X4 als de constante | in

het opnemen van een constante in de regressievergelijking.



De behandeling van de in het voorgaande ter sprake komende
problemen, waarbij de xi's evenals y continue variabele grootheden
zijn, wordt enkelvoudige regressie genoemd als er &én x is, of

meervoudige (multiple) regressie als er meerdere xi's zijn.

Het is ook mogelijk een ander soort problemen in de vorm (0.1)
te brengen n.1. die waarbij y een grootheid is die onder verschil-
lende omstandigheden wordt waargenomen en waarbij het er dan om
gaat vast te stellen of y zich verschillend gedraagt onder deze

verschillende omstandigheden. Als de verschillende omstandigheden

met klassen A, B, C enz. worden aangeduid dan kan gesteld worden :

Xepy = 1 ; X(gy = 0 enz. als y € A (y behoort tot A)

X(A) =0 X(B) =] ; X(C) = 0 enz. als ye¢B
enz.

De grootheid x wordt nu een "indicator'" variabele genoemd.
Onze zanpak van dit soort problemen zal blijken tot de bekende

"varientie-analyse" te voeren.

In geval er zowel continue als indicator variabelen in een
probleem voorkomen, wordt de statistische behandeling in de litera-

tuur met covariantie-analyse aangeduidt.

Le oplossing van de gestelde problemen kan men in diverse sta-
tistische handboeken vinden. Een vrij algemene behandeling, later
‘vociaal op de variantie-analyse gericht, is te vinden in H. Scheffe:
~iolysis of variance" Wiley - New York 1959 - 1967, terwijl een
1. ;e.ene behandeling met matrices en verder toepassing op de regres-
sie-analyse uitvoerig wordt uiteengezet in A.P. Dempster: "Elements

of continuous multivariate analysis" - Addison - Wesley - 1969.



Hoewel beide boeken niet bepaald bijzonder moeilijk zijn, is
het toch voor onderzoekers die niet speciaal statistisch zijn onder-
legd, bezwaarlijk eerst deze boeken te moeten doorwerken, alvorens
de resultaten te kunnen toepassen. Dit is vooral zo, omdat de metho-
de van behandeling in deze boeken, zoals vaak in de mathematische 1i-
teratuur, zo is, dat eerst allerlei stellingen en hulpstellingen

worden ontwikkeld en bewezen, waarvan de betekenis pas veel later

duidelijk wordt.

Men kan natuurlijk wel volstaan met korte recepten van statis-
tische methoden die in artikelen in de statistische literatuur wel te
vinden zijn, maar dan kan de onderzoeker niet beoordelen of er cor-
rect gewerkt wordt en bovendien is het bij de interpretatie van de
resultaten veel beter als men inzicht heeft in de achtergrond van de

gebruikte methode, in het hoe en waarom.

Om deze redenen zal in dit verslag getracht worden een zoveel
mogelijk recht op het doel afgaande uiteenzetting van de algemene
theorie te geven. Ter toelichting zullen &én geval van variantie-
anaiyse en eén geval van regressie-analyse worden behandeld. Boven-
dien zal een artikel waarin multiple regressie als een soort recept

wordt behandeld nader worden beschouwd.

Uiteraard moet voor het volgen van de behandeling van de theorie
in dit rapport wel enige statistische basiskennis aanwezig zijn en
tevens bekendheid met het werken met vectoren in een n-dimensionale

ruimte en met matrices.

In eerste instantie zal het boek van Scheffé worden gevolgd en

later Dempster. De notatie zal uniform worden gemaakt.

Dit rapport is bedoeld als basisrapport, waarin alleen de alge-
mene zaken ter sprake komen. Later zal getracht worden in vervolg-

rapporten op bijzondere gevallen in te gaan.



l.1.

1.2.

deorgtische behggggligg_xgn een_algemeen "multixarighg;g" model

Inleiding.

In de algemene inleiding is de lineaire vorm (0.1) gegeven
voor het onderstelde verband tussen een variabele y, die af-
hankelijk variabele zal worden genoemd en variabelen Xo» die
onafhankelijke variabelen heten. (N.B. de uitdrukking onafhan-
kelijk met betrekking tot de xi's is niet helemaal correct, er
kan onderlinge afhankelijkheid tussen de X; voorkomen; onaf-
hankelijk betekent hier alleen dat het geheel van de xi's

primair varieert en dat de y als gevolg daarvan varieert).

Waarnemingen van y zullen meestal niet exact aan (0.1)
voldoen maar met een zekere fout E behept zijn, Daarom zal als

algemeen model, waarvoor de notatie Q zal worden gebruikt,

worden ingevoerd:

P
Qry, = B.x. +¢€ (1.1.1)

j=p 1 ik k
We onderstellen dat er n waarnemingen zijn van p + |
grootheden y en X5 Verder nemen we aan dat ek onafhankelijk
is van ¢, voor iedere k en m en dat £k voor iedere k een
normale verdeling met verwachtingswaarde nul (E (&k) = 0) en
standaarddeviatie o volgt. Dit wordt als:£k is N(0,0),geno-
teerd. De statistische verwachtingswaarde van Vi is derhalve:

P

E(yy) =T B.xjy (1.1.2)
i=1

De beste schattingen van de parameters.

Het eerste probleem is nu: Wat zijn voor gegeven waarden

van y, en X, voor i=1,...,p; k=1,...,n de beste schattingen



voor de parameters Bi? Er zijn voor de oplossing verschillende
methoden beschikbaar, die echter alle aequivalent zijn. De
bekendste is de kleinste kwadratenmethode. Een andere methode
berust op het principe van de z.g. waarschijnlijkheidsfunctie
voor een gegeven steekproef; maximaliseren van deze functie geeft
z.g. "Maximum Likelihood" schatters. In dit rapport wordt er

de voorkeur aangegeven de afleiding van de formule voor de
schattingen van de Bi te baseren op een geometrische voorstel-
ling. De waarden Y (k = 1,...,n) zullen daartoe als componenten
van een vector y in een n-dim.ruimte Rn worden opgevat. Evenzo
zijn er p~vectoren ;i(i = 1l,...,p) in Rn die onafhankelijk va-
riabelen voorstellen. Deze p-vectoren ii vormen een deelruimte
van R die we met Vp zullen aangeven en die p of minder di-
mensies kan hebben. Het is namelijk mogelijk dat er tussen
enkele der ;i's lineaire afhankelijkheid bestaat en dan zijn

er dus minder dan p onafhankelijke vectoren en heeft de deel-
ruimte V minder dan p dimensies. In principe is de algemere
theorie zo te ontwikkelen, dat met deze mogelijkheid wordt re-
kening gehouden. In dit rapport wordt echter gemakshalve onder-
steld, dat V de dimensie p heeft.

P
Zoals in (1.2) is gesteld vormen de sommen [ Bixik de ver-

i=1
wachtingswaarden van Vi3 deze kunnen ook als componenten van een

vector in R, beschouwd worden die met ﬁ(=E(§)) zal worden aange-
geven. Aangezien de componenten van deze vector N geheel zijn
opgebouwd uit lineaire combinaties van de componenten van de
vectoren ii zal de vector A dus ook in Vp liggen. De vector v
stelt een bepaalde steekproef (yl,...,yn) voor, een andere
steekproef van n-waarden (y],...,yn) zal een andere vector ;

leveren met dezelfde verwachtingswaarde 7.

> . . P
De vector ¥ is een stochastische vector. De verschillende
-» » ¢ s . .
vectoren y kunnen in pPrincipe overal in Rn liggen, maar zullen

in het algemeen geconcentreerd zijn rond 7.



Aangezien er maar &én steekproef (yl,...,yn) en dus één
vector ¥ beschikbaar is kan W niet precies bepaald worden. Het
enige wat gedaan kan worden is een vector ﬁo bepalen die zo
dicht mogelijk bij ¥ ligt maar wel tot Vp behoort. y zelf ligt
vrijwel zeker niet in Vp, hoewel dit niet absoluut onmogelijk
is; hiervoor zou moeten gelden: € = 0 voor alle k, en de kans
hierop is wel te verwaarlozen; en bovendien is er dan statig-

tisch gezien geen probleem meer.

Nu is de vector in Vp die zo dicht mogelijk bij ¥ ligt de

~

projectie van y op Vp’ deze zal als schatting van R worden
genomen en met ® worden aangeduid.

fig. 1. £,

Ter illustratie fig. | waarbij om een tekening mogelijk te maken

i tot 2 is beperkt en n tot 3. Het assenkruis van Rn is zo ge-
kozen, dat El en 62 het vlak van i, en 22 aangeven. Het assen-
kruis (de basis in n-dim.geometrie), waarop de componenten van v

- . 0 . . . .
en X, zijn aangegeven, kan een ander zijn. De vector N is in
werkelijkheid onbekend.

» P > 4 P > . -
Er geldt nu n= I B.Xx., en n= [ B.x,, waarin de B.
. i%1 . i1 i
i=1 i=]
de gezochte schattingen van de regressiecoéfficiénten zijn. Verder

.

~
isy -1} J.Vp en dus L ;i voor i = l,...,p. De verschillen y - 1
en ¥ - 7 stellen vectoren voor waarvan de componenten resp. £, en

~
Lk kunnen worden genoemd. Het kwadraat van de lengten van deze
n n

2
Ek en I &k .

vectoren is dus resp. L
k=1 k=1



P
Wegens (; - n)J.V is Z f de kleinste waarde die I ¢ 2
Pk K k=l ¥

b d . :
kan aannemen als 7 over Vp varieert. Nu is

n n

2 2 .
i=|£k iul(yk iu]Bixik) ; als d1tc{§,g) genoemd wordt dan

-~

zijn de 8. die B. waarden die ﬁi ) minimaal maken, met
b
andere woorden de geometrische oplossing van het probleem
is identiek aan de kleinste kwadratenmethode.éf}; E) zal
]

als L’/Q worden genoteerd.

Het minimaliseren van de kwadraatsom geeft de zogenaamde

normaalvergelijkinger. Dus:

n P - P ~n
=I(x.I B,x,)=Z (8,5 x, x. Cg.2.)
k=1 k- S i L 1 (

voor j = 1,...,p. Hieruit kunnen de Bi worden berekend.

Men kan de geometrische oplossing ook als volgt formy-
leren: De vector ¥ éRn die de waarnemingen voorstelt wordt
ontbonden in een vector z, die ﬂV is en die de beste aan-
passing van de waarnemlngen aan het model weergeeft (x” = )
en een vector yl d1e.LVp is en waarvan de lengte een maat

. > _» 5
is voor de afwijking tussen waarnemingen en model y, = y - 7,

Toetsing van hypothesen t.a.v. de parameters.

In het voorgaande zijn de beste schattingen 8 van de
B gevonden in de onderstelling dat het algemene model vol-
ledlg geldt. De B zullen in het algemeen onderling ongelijk
zijn. Het is echter mogelijk dat van de B een aantal nul is

of dat er enige aan elkaar gelijk zijn.



De vraag is dan of deze onderstellingen ten aanzien van

ie Bi getoetst kunnen, met andere woorden kunnen de gevonden

Bi'de onnauwkeurigheid van deze schattingen in aanmerking ge-
nomen, in overeenstemming zijn met bepaald veronderstellingen
ten aanzien van de Bi’ Dit kan wat algemener gesteld worden,

namelijk dat er q onderling onafhankelijke lineaire functies

Wj van de Bi's zijn. Als nulhypothese Ho wordt dan ingevoerd:

H,: wj(sl,...,sp) =0 i=1,...,q (1.3.1)
De onderstelling 63 = 64 kan bijvoorbeeld ingevoerd
worden met W] = 83 - 84 enz.

Onder deze nulhypothese zijn er aan de P Bi:s q beperkingen
opgelegd en dat wil zeggen dat de schattingen Bi die aan Ho
voldoen, gevonden worden door de deelruimte Vp te vervangen door een
deelruimte Vp—q waarin q beperkingen tot uiting komen. Immers
als bijvoorbeeld Bx = 0 moet gelden dan moet X, buiten beschouwing
blijven, Vp wordt vervangen door een Vp_l opgespannen door

xz,...,xp; als 82 = 83 moet worden getoetst, dan moeten x, en x

1 2

vervangen worden door hun som enz.

De beste schattingen van Bi vindt men nu door ¥ te projec-
teren op Vp-q' Deze projectie zal door ﬁw worden voorgesteld,
waarbij w = Q@ A Hn, dat wil zeggen het algemene model Q in combinatie
met de nulhypothese H . Wat de "ware" vector i betreft, kan dus

nu gesteld worden:

Onder 2 geldt: n eVp
Onder w geldt: ev .
g n P-q



Het kwadraat van de lengte van de verschllvector
y - n stelt de kwadraatsom van de ' 'afwijkingen" € voor
onder w. Deze zal door-d; worden aangeduid. In fig, 2

zijn de betrokken vectoren voorgesteld,

fig. 2

llengtel2 = l; -1

waarbij dus bedacht moet worden dat §£R , éV € R, en

-~ -~

n € Vp qu éR . Er geldt dus y -~ 747 en ook _L N omdat

y - n.LV en n ook in V. Derhalve(? - nUf* - nw)waaruit

volgt: [y—3'2=["—"|2+['ﬁ—?1'w|20f [-ﬁ—ﬁwl =d (/.
Er geldt bovendien nog anJ§ - n )en_uy - K)dusjn - ﬁm, met

andere woorden nm is ook de projectie van ﬁ op vp—q

Om nu een uitspraak omtrent het al of niet gelden van de
nulhypothese H te doen, suggereert flg. 2 dat H geaccepteerd
kan worden als ﬁ dicht _genoeg bij A ligt, met andere woorden,

naarmate n verder van n verwijderd ligt is het onwaarschijn-

lijker dat Ho geldt.



1.

-]0_

Hierbij moet natuurlijk ook de positie van ; ten op-
zlchte van n beschouwd worden, immers naarmate y dichter bij
n ligt zal ook n dichter bij [ moeten liggen om met gelijk-

blijvende waarsch13n113khe1d een uitspraak te kunnen doen, dit
is althans plausibel.

C/; -G/b
—_— 1.3.2
pA ( )

bepalend moeten zijn voor het al of niet verwerpen van H

Derhalve zal het quotient

Hiertoe is nodig de kans te kunnen aangeven dat dit quotlent

bepaalde numerieke waarden bereikt; de frekwentieverdeling van

Lw-(/Q

——27——— onder de nulhypothese moet worden bepaald. Alvorens
Q

hiertoe over te gaan zal eerst nog het probleem en de oplossing,

met behulp van matrices worden geformuleerd.

Matrixvoorstelling van het model.

Als voor de grootheden die in het probleem een rol spelen

de volgende notatie wordt ingevoerd

=

,yﬂ 1 €
Y2 ) €2
V=L Bl s = | (1.4.1)
: i 5
n nB P ’n

en het geheel van de p x n grootheden Xin als een matrix

Sl %y
T *2n
X= g (1.4.2)
Xy X
\ pl pn

wordt voorgesteld, is met behulp van de bekende rekenregels voor

Vectoren en matrices voor (1.1.1) te schrijven:

y=X'B+ 2 1.4.3)



en N =E®F) =X'E (1.4.4)
:ll ............ ’Fpl
waarin X' de gespiegelde matrix f ' | is.
Xyoooo x
In pn

Er moet nu om f te vinden gelden'(; - E?J.ﬁ of met de
notatie voor het 1nwendlg vectorproduct (y -7, n) = 0, dus:
vy - X'E X' B) = (¥, X'B) - (X'B X' §) = 0, waaruit:

78 - Bx? = 62 ats:

XX' = s (1.4.5)
wordt gesteld Er onstaat dus:
JX' = BS of S§ = Xy (1.4.6)

Nu is S een p x p symetrische matrix waarvan de

elementen bestaan uit de inwendige productsommen
n

S;: =L x,X .. Onder de voorwaarde dat S nonsingulier is,
i3 k=1 ik k3

dat wil zeggen, dat de determinantwaarde S # 0 is en er

dus een inverse S-] bestaat kan (1.4.6) geschreven worden

als:B' = ‘)V'X'S_I of % =S Xy (1.4.7)
en 3= x'% =x's"Ix3 (1.4.8)

In 1.2 was reeds ingevoerd€f27,§) = 0% - II;"%IIZ =

n
’]3[[2 =1 € 2 dus:

k=1 X
Jo = I3 = 1155812 = 55957 (a.g)
met D = X'S-]X is ook te schrijvenlv; ='§'(I-D)? (1.4.10)

'0‘ -~
3 2 -
323 ;B) = X($-X'B) = 0 geeft XJ = XX"8 = SR of 3 = '¥3.

Uitwerking geeft de normaalvergelijkinéen zoals deze

reeds in (1.2.1) gevonden waren.



- 12 -

Onder Q was ondersteld, dat variantie vy,
= E(yk - Eyk)2 = 02. Als voor de covariantie matrix van

€ de notatie M wordt gebruikt, dan is deze te schrijven als:
2

Me = ¢ 1 (1.4.11)
Nu geldt in de matrixtheorie nog de volgende stelling:

Als X = My dan Mo = MMyM' (1.4.12)
Hiermede:My = s"xx§x's" = o257 Ix1xs7! = o257 (1.4.12)

Uit deze formule is de standaarddeviatie van de schattingen

'Bi af te leiden.

In 1.2 waren de q lineaire functies wgﬁi) ingevoerd.

Jdeze zijn te schrijven:

‘ p
in de matrix notatie ¥ = Cg (1.4.13)
met :
I I P
C = :
| i
cj1~'""éjp

Voor de uit de waarnemingen verkregen schattingen van de para-
meters geldt: ¥ = C§ = CS 'X¥ = AV (1.4.14)

met A = ¢S 'X.

1 1 1

Nu invoeren B = AA' = cS™'xx's ' = ¢cs l¢! (1.4.15)
dan wordt de covariantie matrix van V¥: M% = czB (1.4.16)
(nder de voorwaarde dat § nongingulier is, laat 6% zich

schrijver volgens (1.4.9) of (1.4.10).

Fen analoge uitdrukking voorcﬁ» is als volgt te verkrijgen:
Nodig is die waarden van B te vinden waarvoorc/(i,g) een minimum
-
heeft onder de nevenvoorwaarden dat V¥ = 0. Dit is op te lossen

met behulp van Langrange multiplicatoren.
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Hiertoe wordt ingevoerd: e/(y 5) —¢/ky,8) + 3 CB (1.4.17)
waarin A’ een | x q vector is, die q constanten (multiplica-

toren) qj als componenten heeft. Als (1.4.17) naar B wordt

gedifferentieerd ontstaat: 60% 8) -2X(3-x'8) + c"X ,
aef

> - b4 - - - . b4
=0>258 = 2%5 - ¢'T of & = s - 457'C'T waarin § de
notatle is voor de schattingen van § als w geldt Nu moet

%5 - ses'e' T = 0. pe

matrix CS ]C' is in (1.4.15) reeds als B ingevoerd. Bewezen

aan w = 0 voldaan zijn. Dus Cg = CS

kan worden, dat B nonsingulier is (zie Scheffé, blz. 30),
zodat geschreven kan worden: » = ZB_ICS-IX§ derhalve

B=s!x5-s'c'8 es ™ %y waarna :

47’ d(y,8)=§'§-2 'x'(s 'x5 - s'e!p7 s %3y +

@'x's™! - FrxrsTlerg ! ) s (s k3 - s"c'a"cs"xi) =
¥'y - 3'x {25! - 257 epTleg! - 57T, st les™! .
=1 .,.=1 -1 Vo=l =1 =1 =1, .,
S C'B €S -8 C'B 'cs 'c'B 'cs '} Xy. Tenslotte:
e/w =37 - 3% - s"c‘B"cs'l)Xy (1.4.18)

In 1.3 was gevonden dat voor de beslissing tot al of
niet verwerpen van HO een toetsingsgrootheid nodig is, die
niet v; maar het verschileﬁu-dh bevat. Voor het verschil

is een eenvoudige uitdrukking te vinden.

Uit (1.4.10) en (1.4.18) volgt:% - JQ = }x’s"cs"cs"'xi’.

Nu is volgens (1.4.14) § = CS_IX;'zodat tenslotte gevonden wordt:

o -of, =T} (1.4.19)



De frequentieverdeling van de toetsingsgrootheid.

- -> o o o o o
De vectoren Y’ﬁ en nw Z1jn gegeven in coordinaten ten
aanzien van een of andere basis in Rn die met {vi} zal worden

aangegeven.

. > .
De verschilvectoren ;-ﬁ en ﬁ-nw, die loodrecht op elkaar
staan zoals in 1.3 is aangetoond, zijn beide in principe dus

uitdrukkingen in alle Vi's. Het is nu handig een andere basis

te kiezen en wel een orthonormale basis a LN zodanig, dat

1
(o] . - - . (o]
1 -q basisvectoren a +esa de ruimte V opspannen, 2
] v-q g1 5 p=q OPSP » 2%/
q andere basisvectoren al...aq met die van V__  samen, Vp op-

(o] - -
spannen en 3 / de resterende n-p vectoren a +e.G er voor

p+!
zorgen, dat Rn gevormd wordt.

Als nu Zyseee,z de coordinaten van ¥ ten opzichte
van de basis {u } zijn, dan is de coordinaat z, gelijk aan
de progectle van y op ai en daar ai een eenheldsvector is,
is deze projectie gelijk aan het inproduct (a ,y) De vector
Z, die identiek is aan de vector y, kan dus in de orthonormale
basis {aj} uitgedrukt, geschreven worden als PY, waarin P een

n X n matrix is, waarvan de elementen de componenten zijn van

de Ei ten opzichte van de oude basis {vi}.

a.5.1.\

nl ~ " “nn

.. »>
De rijen van P vormen dus de vectoren a.. Volgens de regels

van de matrixtheorie is:

r h £ ) n ) A
A “In| |71 §=]aljyj @2y 1
' . " J . ] '
Py |+ : R : = l =1
T ' : | :
: ' : n ! ) !
e P o 1 y X o _.y. ((1 24 z
nl nn |'n je1 njj] SR n |
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De z; zijn dus lineaire combinaties van de y 's. Nu zijn de
yJ 's stochastische variabelen en dus zijn de z; 's ook
stochastisch. De verwachtingswaarde van z; zal door (i worden

voorgesteld: Ezi = C-.

In vectornotatie verder: t = E(z) = E(Py) = PE(Y) = P* (1.5.2)
Als combinatie van normaal verdeelde grootheden y. is zj
zelf ook normaal verdeeld en wel met gemiddelde C en standaard-
deviatie o. Dit laatste volgt zonder meer uit de eigenschap,
dat geometrische grootheden invariant zijn t.o.v. de overgang
Op een andere basis. Het volgt echter ook uit de matrixnotatie
met (1.4.9) namelijk: ME = PM;P' = M§PP' = M; = OZI (PP' = 1,
omdat de ai onderling loodrechte eenheidsvectoren zijn). De

. . . » . 2
covariant 1s matrix van z is dus o“I.

Nu stellen dus 3 = E(¥) en £ = E(Z) &én en dezelfde vector
voor, maar genoteerd respectievelijk t.o.v. de basis {Vi} en
-» .
{ai}, daar n evp ook 2 eVp en dat wil zeggen Cp+l = eeee= oo 0.

Als w geldt dan is E(¥) = ﬁ en derhalve C = Ew(i) = Pﬁw.

Daar n € Vp -q moet ook gelden C eV’_ en dus Cl = e =g =0.
Voor de grootheden & wordt nu respect1eve113k gevonden:
23,2 + 3,2 n . 2

gy = 1150117 = 1132117 = )% z.a, // z; ‘

Q . i i {1.5.3)

1=p+] 1=p+1
- - q n q r
- > _ > 3 2 - 2 - 2 2

Jw = /1y nd! =117z 2,/ //Zzimi *L oz.a.// Lz, + 1 27 (1.5.4)

1 pt+l 1 pt+l

5 33 a
en dus: dw —JQ = /3-8 1/° = /182 /% = 5 22, (1.5.5)
1
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Volgens de mathematische statistiek volgt de kwadraatsom
van v onderling onafhankelijk normaal verdeelde grootheden x;
met 0 = | een zogenaamde x2 (Chi kwadraat) verdeling met v

vrijheidsgraden. Is E(xi) = Ei#O dan is er sprake van een niet

2 ..
centrale Y met centraliteitsparameter

v
§ = (zgi)i, is 51 = 0 dan wordt de verdeling centraal genoemd,
1

respectievelijk aangeduid met xi 5 of xi. Er geldt: Exi g =Vt 62.
9 ?
Uit (1.5.5) volgt:
42 9 2 4 2 2
B -d) = Blzj = IEz; - f(mi‘%) +¢i)=
q q
Qo + Igs = qo’ + (06)% met & = <zc§/02)5 (1.5.6)
1 1
o, "o n
Dus E( &L—E—EJ =q + 52. Verder Eefb = EI z? = (n-p)o2 wegens
o] p+l t
Cp+1 = L.l = cn = 0.
/q
Derhalve E—-E-= (n-p). (1.5.7)
o
o, —of
w Q 2 . 2
— volgt dus een ¥ verdeling onder ! en een X  ver-
g q,$ q
. Q 2 . .
deling onder w. -—E-volgt een Xn—p verdeling; immers als Q

o .
geldt, dan ligt 7 in Vp en geldt c],...,cq#O; geldt w dan ligt

» .
n in V n 1dt = L... = = 0,
p-q o0 seldt Z, 2q
Het quotient van twee xz verdelingen is een F verdeling,
die ook weer centraal of niet centraal kan zijn. Derhalve is
(n=p)(d, = d)
'

(1.5.8)

rerdeeld 1 F onder Q2 en volgens F onder w.
verdee volgens q,n-p,0 g ,n-p
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q q n 2
Volgens (1.5.6) en (1.5.2) is 0262 = Zg? = T ( pX p..n.)
i S S
1 1=l j=1
9, 9 n 2
Verder is o -o =71z =35 (1 p..y.) met andere
L j=1 173

woorden de non-centraliteitsparameter o is te vinden door

in de uitdrukkingtﬁu-db de y's te vervangen door Eyi = n;

Ee ecquiv f eri v de F-toets.
GQ)— 0&
In 't voorgaande is aangetoond, dat ———5— een Xq o
o »

. .. 3- -1>
verdeling volgt, terwijl ook geldt dat €a - zg =y'B 4.

Verder was ¢ te vinden door in de uitdrukking voor a; - dh

als functie van de yj, deze yj door nj = Eyj te vervangen.

Dit is dus acquivalent met E (zﬂ - 216) = E&'B-l$ = $3-1$ =
3 -7 -1 .3 -
- - 2 .. Q
0262. Derhalve volgt b - v) 82 ') een xq terwijl —
2 ) of ‘ o
een xn_p verdeling volgt. Als §° = - wordt pesteld, dan
3 3. -1 3 -
volgt @ v) B W -v) een F verdeling., Dit is ook
82 q,n=p
q
z20 op te vatten, dat (v.b—\p)‘B_l (v=-v) < qSZFq a=p een ver-

trouwensgebied vormt, een ellipsoide voor ¥ in de q-dimensio-

nale y-ruimte met centrum wl,..,wq. In het geval q = 1 gaat

dit over in een vertrouwensinterval: b_)(w-w)2 ;:SZF] n-p (1.6.1)

Nu is een F-verdeling met v, = | acquivalent met een t-ver-

deling dat wil zeggen, als t een t-verdeling met v vrijheids-
graden volgt, dan volgt t2 een Fl v verdeling; derhalve is het
- ’

» -»> . 0
vertrouwensinterval voor §y ook te schrijven als:

~
-~

3 -
Vo= tn_psw LY

<§
+

€SV (1.6.2)

waarbi j sz door Szi is vervangen omdat b52 gelijk is aan de

~

3 . >
variantie van y.



foorbeelden,

=

Enkelvoudige variantie analyse.

Als een grootheid y onder bijvoorbeeld k verschillende
omstandigheden wordt waargenomen en men wil weten of deze ver-
schillende omstandigheden invloed hebben op de waarde van y
dan kan men dit onderzoeken met behulp van enkelvoudige vari-
antie analyse. (Het is dan zo, dat een eventuele invloed van
de omstandigheden zich uit in een niveauverandering van y).

De verschillende omstandigheden betekenen voor de waarnemingen
en voor de theoretische grootheden van het betrokken probleem
een indeling in klassen, die met een index i zullen worden
aangegeven. In de termen van 1 is dit probleem als volgt te

formuleren:

k
2 yt,r = §=]Bixi,t + Et,r waarin t = l,...,k r = l,...,nk
k
. n_=nen di ¢ " (Kronecker-symbool ; dat wil zeggen
t=1 ’
¢, = =1;384, = i . i i .
it 1 als t i; Gl,t 0als t # 1) xl’t is de in (0.3)

genoemde indicator variabele. Korter kan ook v =B + ¢ (2.1.1)
t,r t t,r

geschreven worden. Voor de zt,r geldt: onderling onafhankelijk
normaal verdeeld met verwachtingswaarde nul en standaarddeviatie
0. Derhalve Eyt,r = Bt-

Er zijn dus k steekproeven van de grootte n, (i=1,...,k).
De eerste vraag die men zich kan stellen is of er inderdaad een
reeel verschil tussen de diverse Bi bestaat. In statistische zin
iigt het dan voor de hand te toetsen of de B8's mogelijk alle aan
elkaar gelijk zijn. Dat wil zeggen, onderzocht wordt de nulhypo-
these: HO : B‘ = 82 = ... = Bk (2.1.2)
Nu is dit een vrij eenvoudip probleem, dat zonder meer rechtstreeks
net de methode der kleinste kwadraten is op te lossen; daarom echter

iuist geschikt als illustratie.
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Naast de rechtstreekse oplossing zal ook de formele oplossing

worden gegeven,

Kleinste kwadratische oplossing.

el

2

"’lD

De kwadraatsom S(¥,8) is onder O: S(¥,B) = (yij - 8.
l =]

p.a
\—l

>
Deze is minimaal als 6S§8’§) 22 (y °B ) = -22 vj + 2n B

v j=1 j=1
-~ n
waaruit: 8, = i v, /n §v. Met andere woorden, de beste
j“l

schattingen van de B is het gemiddelde van de y waarden
onder de met v aangegeven omstandigheden. Als ook H geldt
(notatie van 1.2: w = H,~Q) dan zijn alle B gelljk bij-
voorbeeld = B en dan is S(J,8) = ZZ(yi - 8) en dus

. ij
85GL8) L Lo 3(y.. - g) = -25Ty.. + 28Za, = 0
§B i i) ij i3 j ]

waaruit: B = §(=%ZZy..).
ij Y

In de notatie van 1.2 is nu:

na.. yk,l:"yk,nk}' Verder is wegens

nij = Eyij = Bi n o= {B ...81,82 ..82,.....,Bk...Bk} en dus

v = {
y = Y“s---ylnl’yz l"'yz

ﬁw = {B, ... B} waarmee:
TP B a2 S22
& = 113 - | EEOyiy = 87 = LGy = F)) IIyis = Ing§.
1] 13 1) i
S = 13 - = 112 . 2 L S B B
en & = [|3 -7 | ly; - 87 = 20y - ) Ly}, - oy
1] 1] 1]

Dus o - zé = 1n.§? - n§2 wat ook te vinden is als :

-2 - -2
= LZ(V -v) = Z“i(yi -v).
ij i

:O’
\Y
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Sw - SQ = zni(§i - §)2 is een gewogen maat voor de
i

spreiding van de steekproefgemiddelden van de k steek-
proeven rond het algemeen gemiddelde. Dit wordt ook wel

als S 1'g’ennteerd en heet dan spreidingskwadraatsom
tussen) 2
tussen de steekproeven.eﬂz= z Z(yi. - ?i )" is een ge-
ij
Combineerde maat voor de spreiding binnen de steekproeven,

genoteerd als Sbﬁnneny

Volgens 1.5 volgt cfQ een x2 verdeling met n-p vrij-
heidsgraden waarin p het aantal te schatten B's is, dus

k in bovenstaand geval. heeft dus n-k vrijheidsgraden.

Sbinnen

za - 66 heeft 9 vrijheidsgraden, waarin 9 het aantal functies

Y. 1is dat Ho bepaalt. Met invoering van:

Yy T B T B Yy = By Tt By =B - B isH 8 =

62 = .. = Sk = 0 te schrijven als wi =0voor i =1,...,k-1,
Derbalve is het aantal vrijheidsgraden dat voor Mz - Mg in

rekening moet worden genomen k-1. zg heeft tenslotte n~1 vrij-

heidsgraden.

Volgens (1.5.7) geldt cok: F og/n-p

d - q
een '"zuivere' schatter van G%L R U 02 + éczdz = 02 + lZC%

q q,

02{ dus ag/n-p is

In bovenstaand geval wordt dit volgens de slotregel in (1.5):

o -o k-1
—-w_.._g. = 02 + .]_" n (8 - B)
q q,_, 11

E 2.

i=1
De resultaten zijn in de volgende tabel samen te vatten:

YV 5 =3
t T ‘tussen
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Bron kwadraat- aantal variantie E. (variantie)
sommen vrijheids~
graden
2
Is . .9 9 Zni(Bi—B)
tussen de |5, = %ni(yi-y) k-1 ,St/k-l S o
groepen i
. -2 2
binnen de Sb = II(y,.-¥) n~k S, /n-k o
. 1] b
groepen i
totaal S = LI (y -y)2 n-1} - -
"ot lj ij

De uitspraak of Ho verworpen moet worden volgt uit de

bepaling van de overschrijdingskans van

k 2
nk S oo n-k ?glni(yi:'Y)
=T Er——-—gg N s 0 )2 op grond van
binnen T Yij=¥i-

de Fk-l,n-k verdeling.

Formele matrix oplossing.

Uitgangspunt:
. . . 2
Q yij = Bi + Eij (i=l,...,k ; J=1,...,ni ; Zni=n;£:h(0,c ))
Ho : Bl = 82 = el = Bk
wj = Bk - Bj (3=1,...,k-1)
dus ook:
HO : wj =0 (j=1,...,k=1)
v o {y]]...y }

Yo,eesy eV
lnl 21 2n2 knk

De in (0.1) ingevoerde grootheden ii zijn in dit geval

?<] ={l,...1, 0,...,0} enz.

R
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')?2 = {0,...0, 1,...,1, 0,...,0} enz.
W——-’ \__.—y,._/
n n
1 2
dus: ¢ \
looes.od0....0
O.evevs01,,..10 0 0
X = : :
. 0
0 0 0l. .1J
4 Y\ (}~ N
) 0 N, O
n, 1
= " _ -1 n
waarmee S = XX' = . ;) S = 2

volgens (1.4.7) is:

- 3
[ Y (
1 O 1...1 Y1
n, . ‘
1 N !
— \ i
3 - n \
B=5"'x = 2 . : -
s
‘ ’
O 1 .1 ly
n, | ot kn
\ 1} Y J \ kJ
- N r \
1 -
- Ly | y
n] O ; 1j 1
1 Ey . y2 ~ —
— j 23 = waaruit 8, =y,
2 ! . i i
\ ’
O iy :
L n i kj k

verder kan men & bepalen als ||3 - | |2 of als y'(I-D)y
volgens (1.4.10),
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L3, . . - - -
Nu 1s n (Y],---»Yla Y2s~--’y29----yk!'°-)yk)

> ; 2 - - 2 - 2 - -2
bus [[¥ - R]]° = ).:g(yij vy o= ).:I.:yij In.y..
ij ij i
(1 ) = O ) [
Ay
ook ' O .
-1 1 1 N
D=X'S 'X= " =
O o O 2 O
] “]
‘ ! n} \
K
)
, 5 3
.1
o
1.1
n n
1 1
\ y, h
1.1
Ty o
r 1
an Ry
/
1
e
I 1
| Y
rV
] 1 1
Dus: a-=3 =-= - =
u n, n, n
i T l
M I
' 1
- (1 ;l)
I-p = R )
)
1
(1 ;2)
-1~
n2 N
]

———



(I -D)y wordt nu

zodat<&2=

wegens H :
n

Hieruit:

Verder is:

]

<
i

{

\
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fy” -y,
Y2 =¥
1
Yor = ¥
\
2 2
El(y;: = V.)y.. = Ily:. - In.§,.
¥ 1j 17743 i3 ij iV
. £, - B. wordt de matrix C:
J o~ ”
.
{
-1 1
cS 'Cc' =
3\ r
-0 1 % () -1
\ 1 _1_
)
. "3
+ \.
! . 0
N N
k
J | ) \
n2 n
1 172
n 2 - - . . .
1 n n
2
n,n 0o 2&
n 2 n
\
v - v,
Y
W - 9,
]
Tk T yk—}‘




Derhalve 247'- 6/ =
w Y]

Gy = Fpom- )

(Yk - ;l )--'“)

k
L

1=1
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G )GEF; ¢ 5, ) =

Mo R

=]

5 -o8=r. =2 _
“i(yi Yg Zniyi ny-.

V'
2
S W b} ISR Y M
1 n n yk yl
n n2 :
172 1 - ‘
i) n N
n \\ t
\
( ]
- n k -
Oy oy, ) - §=lnj(yk 7Y, )
n2k
n,( -y ) - "_§=Inj (yk‘yj )
]
\ ) /
(0 G5 ) )
n, (¥ ¥, )
k
- = I n.(y-y, )y, -y. ) =
nz(y Y,y ) i=p 1 i k i

=2

Berekening van gw volgens (1.4.18) levert resp.:

p

3f—

R
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waarmee

*'X'(Q_l - S-]CIB—]CS—])X* = (n - - - ).

y A (S y 1 )Yy eee Yy

1 1 v

== 1Y

e ! n,§ ! 2 _ 2 s o
' * 22 = 5(n.y.)" = ny". Dus of - TvT - nye.

1 v : 171 © vy )

n n ukyk

. a 2 .2
Zodat inderdaad e{) e/é = Zniyi ny .
Hiermede zijn dus dezelfde resultaten verkregen als met de

rechtstreekse methode.

Numeriek voorbeeld.

Een adequaat voorbeeld van enkelvoudige variantie-
analyse is voor meteorologische waarnemingen niet makkelijk
te vinden. Meestal zijn de verschijnselen zo complex, dat
meerdere effecten door elkaar een rol spelen, of is er sprake
van tijdreeksen, waarvoor andere methoden ten onderzoek beter
geschikt zijn. Toch is een voorbeeld uit een tijdreeks gekozen
namelijk de vorstexcentriciteiten die door F. Ynsen zijn samen-
gesteld ter karakterisering van de winters en gepubliceerd in
W.R.74-2. Deze gegevens hebben het voordeel, dat ze te beschouwen

zijn als onafhankelijk verdeelde normale grootheden.

Gebruikt zullen worden de vorstexcentriciteiten van 210 jaar
namelijk van 1760 tot en met 1969, waarvan 7 steekproeven van 30
worden samengesteld. De vraag is nu of de gemiddelde vorst-
excentriciteiten van de 7 opeenvolgende 30-jaar-perioden gelijk
zijn. De nulhypothese luidt in de notatie van 2.2.1 dus:

B, = By = «uv = 87 = B. De schattingen van deze B's blijken te
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él = 0,0733
52 =-0,0823
53 =-0,1226
éa = 0,1256
és = 0,1710
56 =~0,2066
57 = 0,2690

Het algemeen gemiddelde is B = 0,0324

De kwadraatsom tussen de groepen Stussen = d& - eé = 5,398
De kwadraatsom binnen de groepen Sbinnen = d; = 225,704
S
De toetsingsgrootheid: E:T . Stussen = 203 . Eiéiggg = 0,829
binnen 6 2,704

De overschrijdingskans is > 20%, zodat er geen enkele reden is
de nulhypothese te verwerpen. Er is dus geen verschil in niveau van
de winterkarakterisering in de zeven 30-jaar-tijdvakken te constate-
ren. Natuurlijk in overeenstemming met de constatering in W.R.74-2
dat de reeks vorst-excentriciteiten als een volkomen toevalsreeks is

te beschouwen.

Opmerking: Een uitkomst zoals hier, dat de nulhypothese niet ver-

worpen behoeft te worden, geeft verder geen problemen.
Een wel verwerpen van de nulhypothese geeft direct aan-
leiding tot de vraag : Welke waarden voor de Si moeten
dan als reeel worden aanvaard? Het is natuurlijk helemaal
niet nodig de berekende schattingen Ei zonder meer als de
beste schattingen te gebruiken, er kan in beperktere mate
onderlinge gelijkheid bestaan. Het is de bedoeling hierop

in een vervolgrapport nader in te gaan.
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Regressie-analyse.

Toetsing van een kwadratische regressie,

Als in geval van een relatie tussen y en x vermoed
wordt, dat deze relatie kwadratisch is, namelijk
y = a+ bx + cx2 dan kan men toetsen of dit inderdaad het
geval is of dat men toch met een lineair verband kan vol-

staan. Volgens de algemene theorie kan gesteld worden:

Q: y;=oa+ Bxli + YXpo * €; (2.251)

met X, = X en x, = x“ verder weer Eg, = 0, Ee,e. = ¢%6.. waarin
] 2 i i 1]

Gij =1 als i = j, éij =10 als i # j.

wiy, =a+Bx, +e. (i=1,...,n) (2.2.2)

- 1 1 1

Nu heeft de matrix X de volgende vorm:

] 2 n
x2 X 2
1 277 T %
n Ix sz
S = XX' =] Ix sz Zx3

Als de determinant van S door DS wordt voorgesteld, dan

geldt:

Ds = nZXZZx4 - n(ZxS)2 + 22x2x22x3 -_(Zx)ZZx4 - (sz)3
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met t, = Ix is S ' te schrijven als
R V6
S
4 2 1 f,
B2f4 T B3 Bty T bttty -t Toe  Toz  Tyy
s |t —ttt-t2 -t t.l=Ir T T
: 253 T Hity tety T b t1ty 7 oty 23 04 12
2 .
Bty Tty bty Tttty gty -t T3 T1» Toz)
7/
als T24 = t2t4 - t, enz. Hiermede worden de kolommen van S X
Tog * To3¥y * Tgx
Tog * TogXi * Tyo%g
Py * Typ%g + TopX;
() - 1
- 2
a TZAZy + TZBEVX + TIBny
ol NS R 2
en derhalve: | ¢ =S Xy = TZBZy + TOQZyx + TIZZyx (2.2.4)
~ 2
N

T13zy + TIZZyx + TOZZyx
( J

. -1
De elementen van de matrix D = X'S "X worden nu:

2 2
Dij = T24 + T23xi + T13xi + T23Xj + TOQXin + T12Xixj +
2 2 2
Tl3x + lex xi OZX x]
en o/ = Ly - %Ilz =y'y - V'py = Zy2 -LIy.n,.y, =
@ ' T i'ij']
fy..2 = T, (7 )% - 2T..%y Txy - 2T, IyIx2
“Yi; 26y 234Y BXY 13eyexy
2. 2 2.2
- -2 z Ixy - .2,
LIRS T, ,Ix"y Ixy TOZ(ZX y) (2.2.5)

Rechtstreeks berekening van 2/; gaat als volgt: De nulhypothese
onder w luidt % = y. Dus C = (001), waarmee B = C'S—lC =T

-1 -1 02
derhalve B = TOZ .
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r \
T3
-1
S C wordt nu T
12
To2
4 2 3
T3 /Ty, T3/ Ty, T4
en s 'c's les”! = T,.T../T T 21 T
12713/ %02 12 o2 12
T
13 T, Ty,
\ J
( 3\
2
T2 T3 1Moy Tp37Ty5T5/T,, 0
- 2 ., _ _ 2
ZOdat% iV X T T T3/ oy ToaTys /T, 0 | %y
0 0 0
- J
2 2
T T..T T
2 13 2 12 12 2
] 02 02 02
(2.2.7)
2 2
T T..T T
en dus:c/ -e/ - 3 (Ey)2 + Z—lz—lgﬂnyy + 12 szy + 2T ,Zy(ny)2 +
w Q TO? T02 T02 13

. -2 2.2 _ 1
ZIIZXxny y + TOZ(ZX y)© = T——(Tl32y + T

Ixy + Tozix y)
02

12

Dit resultaat is sneller te vinden met (l.4.l9):€£ - Qf;= w”B—]w

-~ -

T 2
waarin r= T]3zy + lezyx + TOZZyx volgens (2.2.4) en

_! -

I
B = TO2 volgens (2.2.6)
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Fr valt on te merken, dat @{ ook te berekenen is op
analoge wijze als ef%, omdat in dit geval de X-matrix die
geldt als w in plaats van Q wordt genomen direct is op te

schrijven, namelijk:

en dus § = XX' =
Ix Ix

. ny n
ils de determinant van S met DS wordt aangegeven, dan :

2 2 oxi o, .
D = nIx" - (£x)° waarna met ri =T 1s te schrijven:
s B
S
. r: -rl] 3 » rzby - rley
¢ = en . =5'vv = .
I e B -r I - r.Ixy
i 0
Cpmerking:
Pus wordt 2 _ ang - lxgy - ng - nxz . Lx - x)éy - y)
nfx" - Ix Ix - nx~ I(x - x)

waarmee de bekende formule voor de lineaire regressie-

coefficiént van v op x is gevonden. Verder is

< ?xziy T IXIXy _ vEx” - xIxy 5
N o= 5 > = 5 > =y - BX
nix” - (Ix) Ix" -~ nx

de hekende formule voor de constante term in de lineaire

regressie.

Ne elementer van de matrix ) = XS—IX worden nu
A
D, = r, =~ rx, —rx, —rX. + r.x.x. en dus :
171 171 171 07173

. x 2 2

o= 9ve = I.T.vy.D,.y. = Fv© - rZEv + 2rleXxy -r

2
" 117171371 Ix N (2.2.8)

0

Nat (2.2.7) identiek is aan (2.2.6) is tenslotte na enig rekenwerk

aan te tonen.
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De toetsing van H kan nu weer op de bekende manier

dw 'JQ
I

het gekozen significantie~-niveau volgens de F

worden uitgevoerd door (n - 1) te vergelijken met

l.n-1 verdeling.

Zoals in 1.6 is aangegeven kan ook gebruik worden gemaakt

van een vertrouwensinterval: y - tn_.pSA SV <P+t S,

v TPy
Y — ~ < + - o-)
wat nu wordt;y tn-ps Y < ¥y tn—ps (2.2.8
Y Y
.2 Y ) Jdo .
waarin S.° = . T volgens (1.4.15); immers 18 een
n-rp 02 n-p
Y
schatting van 02 en T is B.

02

2.2.2 Numeriek voorbeeld.

Voor een numeriek voorbeeld zullen gegevens uit een artikel

van W. Gerstmann "Regressionsbeziehungen fur Turbulenz parameter"

worden gebruikt. In Abb. 2 van dit artikel geeft Gerstmann meet-

resultaten van de turbulente warmtestroom H voor onstabiele situaties
N ¢

in vergelijking met een soort Richardsongetal EﬁL——j4%L%E =
0,25 4

waarin Ui de windsnelheid is op i meter hoogte en t; de temperatuur

op dezelfde hoogte. Fr wordt lineaire regressie-analyse toegepast

en getoetst of regressiecoefficiént en constantsterm significant

van nul afwijken; wat echter niet getoetst wordt is of er misschien

een niet lineaire relatie zou kunnen zijn. Dit zal als voorbeeld

volgens de in 2.2.1 geschetste methode worden uitgevoerd.

Aangezien de basisgegevens waaruit Gerstmann Abb. 2 samen-
stelde, niet in het artikel voorkomen zijn de waarden van de groot-
heden H en r in centimeters uit de figuur afgelezen en Yy en x

Y4 ~ Up,25
0,257 %4

figuur I zijn x en y tegen elkaar uitgezet.

genoemd, waarbij x ~ 2,5 en y v 25H is., In bijgaande
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. 2
Het regressiemodel Q: y = o + Bx + YX + € wordt nu

aangepast. De parameters a, B en y worden volgens (2.2.3)

berekend, met als resultaat:

~

a = 0,206 g = 1,608 y = -0,093

terwijl volgens (1.4.12) de standaard deviaties zijn:

S~ = 0,507 S~ = 0,347 S~ = 0,042 ,
a B Y

Aangezien het de bedoeling is te toetsen of het lineaire
model w: y = a + Bx + ¢ voldoende is, wordt de nulhypothese
Ho: v =y = 0 ingevoerd.

Voor de F-toets zijn de numerieke resultaten nu:

5@2 101,100 berekend volgens (2.2.4)
J; - da 12,230 berekend volgens (2.2.7)

n-p eﬁ)— S, 43,3 12,230
zodat . z/ - = . 4,84,
q Q 1 101,109

5
\

De overschrijdingskans van deze waarde is volgens de F],AO
verdeling ongeveer 4%. Bij een 5% significantiedrempel moet

de nulhypothese y = 0 dus verworpen worden, met andere woorden
de onderstelling dat men met een lineaire relatie kan volstaan
moeten worden verworpen ten gunste van een kwadratische relatie.
Men verkrijgt hetzelfde resultaat als gebruik gemaakt wordt van
het vertrouwensinteryal volgens (1.6.2). De 5% t40 waarde is
namelijk 2,02 zodat :_tn_p5; wordt -0,0°3 + 2,02 x 0,042. Dus
-0,178 < ¢ = y < -0,008. De waarde Yy = 0 ligt buiten het ver-

trouwensinterval; de nulhypothese moet verworpen worden,

. v
o/ is ook rechtstreeks te berekenen als y =ao + %X wordt

W
0,878 met
Sv = 0,386 en sg = 0,105 terwijl dan o/ berekend volgens

aangepast. Er wordt dan gevonden 5 = 0,973 en B

o ) 2
§£= [y - %ll gelijk aan 133,335 is.
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In het voorgaande werd berekend ef9= 101,109 en
M/w-z42= 12,230, zodat ¢, = 101,109 + 12,230 = 113,339;

dit klopt dus zeer fraai met de rechtstreekse berekening.

In figuur 1| is zowel het lineaire verband v =
0,973 + 0,878x, als het kwadratische y = 0,206 + 1,608x - 0,093x2
getekend. Het lineaire verband moet natuurlijk hetzelfde zijn
als Gerstmann in Abb. 2 geeft. Dit klopt op kleine verschillen

na, die het gevolg zijn van afleesonnauwkeurigheden.

Tenslotte kan men zich nog afvragen of het nodig is een
constante term in de regressievergelijking mee te nemen. Het
vertrouwensinterval (2.2.8) voor a is 0,206 - 2,02 x 0,507 <
a < 0,206 + 2,02 x 0,507 of - 0,892 < a < 1,230 zodat er geen
reden is a # 0 te stellen. Wordt nu y = B"x + y'xz aangepast,
dan blijkt 8" = 1,723 en y* = -0,105. De kromme y = 1,723x - 0,105%

is eveneens in figuur | getekend.

3. Een.beverkingstechniek_voor multivariate_analyse.

3.1, Inleiding.

In hoofdstuk | is de oplossing gezocht voor de beste
schatting van een lineaire relatie tussen een grootheid
y en p grootheden X;. De geometrische voorstelling gaf aan,
dat deze oplossing te vinden is door in een n-dim. ruimte
een vector y te projecteren op een p-dim. deelruimte Vp
gevormd door p-vectoren xi(i = l,...,p). In feite is er
daarbij, zoals reeds in 1.2. is gesteld, sprake van de ont-
binding van een vector y in een component evenwijdig aan VD
(§” ) en een component loodrecht op Vp (§J_). De eerste
geeft de "aanpassing' aan het lineaire model en de tweede

is een maat voor de afwijking tussen waarneming en model.



...36_

Nu is het meestal zo dat de p-grootheden X niet allen
even belangrijk zijn, dat wil zeggen, dat de variatie van y
grotendeels bepaald wordt door een beperkt aantal xi’s terwijl
de anderen nauwelijks een rol spelen. Voor het bepalen van de
xi's die tezamen een optimaal resultaat geven ter "verklaring" van
de variatie van y zijn diverse berekeningsmethoden ontwikkeld,

onder anderen door Efroymson. Hierop zal in 4 nader worden ingegaan.

Voor de berekeningen van dergelijke problemen zijn in het
algemeen zeer grote aantallen bewerkingen nodig, zodat een reken-

machine een noodzakelijk hulpmiddel is.

Het gaat daarbij dan om de oplossing van een stelsel
lineaire vergelijkingen, waarvoor een vector, matrixvorm in
(1.4.7) was gevonden, namelijk: E = S-le (met voorwaarde,

dat de matrix S nonsingulier is).

Mathematisch gezien is hiermede het probleem opgelost.,
Numeriek kunnen er echter moeilijkheden ontstaan, als de matrix
S slechts geconditioneerd is, dat wil zeggen, dat kleine variaties
in de componenten van de vector y tot zeer grote variaties in de
B8 leiden; n.l. hetzij ten gevolge van de afrondingsfouten die
bij de vele computerbewerkingen cumulatief een groot effect kunnen
hebben, hetzij omdat ergens nagenoeg even grote getallen van elkaar
worden afgetrokken, waardoor de relatieve fout zeer groot wordt.
Er zijn methoden ontwikkeld waarmee deze moeilijkheden kunnen
worden vermeden. Hierbij wordt de vectorvoorstelling van het pro-
bleem door ontbinding van de vectoren in een onderling orthogonaal

stelsel getransformeerd.

Voor het regressieprobleem, dat in dit rapport aan de orde,
is ook orthogonalisatie toegepast maar niet zozeer om het conditie-
probleem te ontlopen, maar om over een rekentechniek te beschikken

waarmee de optimale keuze van het beperkte aantal xi's kan worden

bereikt,



Het conditieprobleem is bij het relatief kleine aantal
matrixelementen in dit geval doorgaans nauwelijks aan-

wezig (zie Orden p. 41).

In het volgende wordt nu de techniek, die de in het

voorgaande genoemrde orthogonalisatie realiseert, uiteengezet.

Daarbi zullen ook de standaarddeviaties van de geschatte
parameters van de lineaire relaties worden verkregen. Fen
uitvoerige beschrijving van de methode is te vinden in:

A.P. Dempster: "Elements of continous multivariate analysis"

Orthogonalisatie.

Uitgangspunt is een p~dim. ruimte Vp opgespannen door
P vectoren §i(i = 1,...,p). Deze p vectoren dienen te worden
vervangen door p vectoren §E die alle onderling loodrecht
op elkaar staan en dezelfde ruimte Vp hepalen. DNe ;i vormen
een willekeurig hasis voor Vp; de I{ een orthogonale basis
van Vp. Men kan de vectoren %; achtereenvolgens als volgt

vinden: ;1 wordt ;f genoemd, daarna wordt X, ontbonden in

P >, P -> > *
een vector evenwijdig X} = X en één loodrecht op X) = x|
Deze laatste wordt ?5' genoemd. ?3* wordt bepaald als de
component van Xq die loodrecht is 15' zowel als op';r .

. .. . > .
Op overeenkomstige wijze worden de overigen xJ verkregen.

Een uitdrukking voor dit proces is te vinden met behulp

van het inproduct van twee vectoren, zie bijgaande figuur:

1} afulinta
>
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Als OC de projectie van 3?2 op ;1 = 3("" is, dan is de

component van ;2 die 1 5(';' is, te vinden door ;2 met OC te
verminderen; resultaat: OD = X* . OC als vector is te

2
.. QcC > . . 2 -
schrijven als OA © ¥X; -+ MNu is het inproduct (xzx] ) =

0C x OA terwijl ()Tl’ ") = OA2 Dus is oc _

1 * 0OA
> - > »
————_;——(sz] ‘ Zo ontstaat x® = % - _ﬁ_—(i’le ) X
CREFI ¥2 5% CIE 5 e B
. r-1 (§rx')
In het algemeen: x* =X - % w—;—%——;—?{f (3.2.1)
r r . xXx.") 73
=1 731 7]
r-1 (x_x¥)
Of ook: X_ = ;; +p —LJ . (3.2.2)

CRI &y%,)

@) EN \

dan is te schrijven: X = M}" (3.2.4)
|

en 7 = N met N = M (3.2.5)
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Een matrix Q waarvan de elementen de inproducten

(;i;j) zijn, is dan te schrijven als:
0= {xXX'} = M{x x'} = MTM' (3.2.6)

. o - --> .

waarin T een diagonaalmatrix met elementen (%’ X. ) in
. . d o o .

de diagonaal is; de elementen (f{ x;') zijn immers nul

wegens de orthogonaliteit van de ;{

De matrix Q is het uitgangsgegeven voor een operatie
waarbij stap voor stap de orthogonalisatie wordt doorge-
voerd. Als met s het aantal vectoren ii wordt aangegeven
dat op zeker moment georthogonaliseerd is, dan zal een
operator worden gedefinieerd die uitgaande van de begin-
situatie de orthogonalisatie tot een willekeurige s tot
stand brengt. Daaruit is de operator af te leiden die het
proces van s naar s + | voert. Het ligt voor de hand voor
vectoren en matrices een splitsing in te voeren op de

volgende wijze:

Als - en K respectievelijk een willekeurige (p x 1) vector

en (p x p) matrix is:

\
N
- =)
M
> : S X s s x (p - s)
vy Ve K1y K12
v = = .len k= (3.2.71
(p~5s)xs (n = s)x(p - s)
>
\Z Vel K21 K22
v \ -
T
\ 7

Als deze splitsing op (3.2.4) wordt toegepast ontstaat:

[ :) \' *J
a R 0 ) M“XI
> - M M b 34 M,y x, + M . x
) 21 22 2 2171 2272
X Ts+l
L. > : > '
waarhbij: x, =]! en X, = .
: 1 X 2 X



- 40 -

ms:21=M”2; (3.2.8)
> > » b
X, = szx] + M22x2 (372.9)

., > . ..
Nu is iedere vector van xg loodrecht op iedere vector, die in
?; is beprepen, dus loodrecht op de ruimte door deze vectoren
?; gevormd en dit is dezelfde ruimte die door de ?I vectoren

wordt opgespannen. (3.2.9) betekent dus een splitsing van de ?2
vectoren in componenten M2l§;'die evenwijdig zijn aan de ruimte
van de ?l vectoren en componenten Mzzgg'die loodrecht op die
ruimte staan. Hiervoor wordt de notatie:

X, | = M, , X5 (3.2.10)
ingevoerd.

Verder geldt: MN = I, Dus:

My O A TERIT NN "N I
- = =
"o My M1 B MarNin * Mgy My Npp * Myl 0
Dus M, N, = I, derhalve N, =u "' (3.2.11)
MIINIZ = 0, wegens MlI # 0 dus le =0 (3.2.12)
M2'N12 + MppNpp = MpoNy) = T waaruit N,, = —Mzz“' (3.2.13)

Mor¥yp * Mypllyy = 0 of My Nz M N

Voor de laatste formule zal inpevoerd worden de notatie H_.:

21

H =M. N =

2 2151 T TNy, (3.2.14)

o

Nu zijn N]) en sz beide driehoeksmatrices met diagonaal

clementen die alle 1 zijn, derhalve is uit (3.2.11) af te

lezen:

(i ) De eerste rij van HZI is gelijk aan het tegengestelde

van de eerste rij van N2l'

(i1) De laatste kolom van H2] is gelijk aan de laatste kolom

Y
van 12].
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Uit (3.2.9) en (3.2.10) volgt: %, = M. 2* + 2

2 2171 2.1
Uit (3.2.8) en (3.2.11) :®*¥=M "1X =N 2
] 11 ] 1171
. =$__ #=¢_ ,’b=*_ P
Dus: 32‘] X, MZlil X, M2]hl]x] X, H2lxl (3.2.15)

De 'Sweep" Operator.

Mu kan de operator ingevoerd worden die de overgang Vvan begin
tot de toestand s moet bewerkstellen. Hiervoor zal de notatie

SWP, die "sweep operator" 1) betekent, worden gebruikt:

9 Qp
SWP(0, 1,...,s) Q = SWP(0, I,...,s) =
IRy
-1 -1
~Qp Qqp Qy
o, ' q,.- "o
Q) 2279191 Qp,
met SWP(0) O = Q en SWP(0, I,...,p) 0 = -Q ! (3.3.1)

Als het splitsingsprocedé op (3.2.6) wordt toegepast, ontstaat:

. 1] A
% 9, STHR I O Mo My,

Hierop SWP(0, 1,...,s) toepassen levert:

) Deze term is volgens Dempster afkomstig van A.F. Reaton (1964)
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Vi y g
Ty MMy
SWP(0, 1,...,8) O =
¥ \,—] wt
Mot M2 50M97
! I
Nu is M! T Mo = (2% 2% )M @ R) =0

D BN BRI 1 171

Verder is volgens (3.2.11) en (3.2.13): MZIH;: = H2l en
-]M'

M = 11! . .
1M H21 en tenslotte met (3.2.10):

! = ¥ 3. ! - > . .
127955, .22(?2 ?2 ) 29 (i}] . x21) hiervoor invoeren

2

8 P = (3 2 = A M!
Tagapr GUSE Ty T Gy Ry ) = T (3.3.2)
hieruit zien we dat het element op de eerste rij en in de

eerste kolom van sz | gelijk is aan het eerste diagonaal

element van Tzo' Nu kan geschreven worden:

\_1 L}
! .H] H2l

SWP(0O, 1,...,8) M = (3.3.3)
l o1 Mooy
Uit het voorgaande blijkt dus dat bij toepassing van
SWP(0, 1,...,s)M, voor achtereenvolgens s = lyeiu,p, uit de
subnatrices H2] de transformatie matrices M en N zijn af te
leiden met de regels (i) en (ii), terwijl uit de submatrix
MZZ.I de matrix T volgt.
Als de formule (3.2.15) als ?2 = ?2 1 + H71?] peschreven

worct, dan is in te zien dat de matrix HZI in zijn rijen de coef-
R . . .o»

ficienten levert van de brojecties van de vectoren uit X, op de

ruinte van de geschatte regressiecoefficienten tussen één der

xj(i= s +l,...,n) en alle xk(k=l,...,s).

Verder leveren de diagonaalelementen van sz 1 de kwadraten

S . >
vian de componenten van de X, vectoren die loodrecht op X staan;

]
4l is in de regressir-analyse de rest variantie nadat de regressie

. > .
ssen de i? en de %, erootheden is tot stand gebracht. Tenslotte

levert ”]} inforratie over de standaarddeviatie van de repressiecoeffi-
cienten (zie (1.4.12). M is gelijk aan de matrix S. Dit zal nog

nader worden hekeken.
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Eerst moet nu nog worden aangegeven hoe de opeenvolgende
operaties SWP(0, l,...48) voor s = ly...,p uit elkaar worden

afgeleid. Hiertoe de reciproke operator RSW invoeren volgens:

-N -
Moo My, U MM,

RSW(0, 1,...,s) = (3.3.4)

My My, MMy Mo Mo My M,

Gemakkelijk is in te zien dat inderdaad:

RSW(0, 1,...,s) SWP(0, 1,...,8) M =

evenals:

SWP(0, 1,...,s) RSW(0, 1,...,s) M =M

Fr wordt nu een SWP(s) ingevoerd waarvoor geldt:
SWP(s) SWP(0, lyooiys=1) = SWP(0, 1,...,s)

en dus:

SWP(s) M = SWP(0, l,...,s) RSW(O, lyeeays=1)M

M eerst als volgt schrijven:

(
A . N .
%Il m' M]2 Waarin Mll een (s-1) x (s-1) matrix,
M = o . . m een | x (s~1) matrix,
N r een | x (p-s) matrix en
]
MZl r M22 ¢ één enkel element is.
Dan is: ( )
- _m—l ' _w—]m
M M Mt
RSW(0, 1,...,s~1)M = —mM]: c-mﬁllm' r-mﬁ—,ﬁ
]
- - i
\ N6 pr21“11 oY) M21b L

Nu hierop SWP(O, l,...,s) toepassen; hiervoor is eerst de
reciproke nodig van de matrix:

-1 -1 1
]I H]

-1 =1
—-m} —mM
mJ]l c millm
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A B'
Stel dat deze te schrijven is als dan moet gelden:
B D
. -1 =1
- -M
A B My ”m’ I 0
B )] -mﬁ;: c—mﬁ;im' 0 I
of:
-Aﬁ—]-B’mﬁ—] -Aﬁ—‘m' + Bl(c~mﬁylm') I 0
11 11 1t 11
—Bﬁ—l-Dmg—] -Bﬁ-]m’ + D(c-mﬁ-lm') 0 I
11 11 11 11
A en B oplossen uit gelijkstelling van de elementen
van de eerste rijen geeft B’ = -mc-] en A = —gll + m'c—lm.
B en D uit elementen van de tweede rijen geeft D = c-l
en B = - -l -1
a1 Al B N1 v 1 vl
31] b]]m &11 +mc¢c m -m' ¢
Derhalve: =
' ! Nl -1 -1
-mM c~mM, . m -c m c

SWP(0, 1,...,s) RSW(0, 1,...,s=1)M wordt nu:

( )
ﬁ?}—m'c—]m m'c_l glz-m'c_lr
_ ~1 ~1 -1
SWP(s)M = ¢ om -c c r
Y v 1 v 1 v =1
\ M21 r'e r'c 022 r'c ri

Met het bovenstaande is de operator SWP(s) afgeleid die
de opeenvolgende operaties SWwp(0, 1,...,58) voor s = 1,....
uit elkaar kan afleiden. Deze is ook als volgt te definieren,

als mij de elementen van M en ;ij die van SWP(s)M resp. RSW(s)M

zijn:



m o= -1/m
ss ss
ienj#s
m. m. /m '
is is’ ss
SWP(s) =
m . m ./m
s] sj’ ss
~
m. . m.. ~m, m ./m
ij ij is sj’ "ss
en
Mss -l/mss
%. -m. m
is is/ 'ss
RSW(s)
oo, -m . /m
sj si’/ ss
m. . m,. - m. m,,./m
ij ij is jj ss
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N.B.  Door Dempster wordt een geheel andere volgorde bij de
afleiding van de methode aangehouden. Eerst wordt de
overgang van s naar s + | in het proces moeizaam om-

schreven, waarbij nagegaan wordt, wat er met de elementen van

M;}, HZI en M22.I gebeurt bij de orthogonalisatie. Daarna

wordt de operator (3.3.5) ingevoerd en wordt aangetoond, dat

deze aan de eisen voldoet. (3.3.3) komt ergens uit de lucht
vallen, hiervan blijkt pas later de bedoeling, terwijl ten-

slotte (3.3.1) als eigenschap blijkt te gelden.

Alternatieve Sweepoperatie definitie.

In afwijking van de definitie, zoals die door Dempster is

ingevoerd, kan men cok

-1 -1
. M m~hy
. Moy My 1 112
SWP (0, 1,...,s8) =
-1 -1 -1
! M YR Mo = MY M
T My M My T MMy M,
definicren. Fn
m = 1/m
sSS 85
™m = -™M . ‘/‘"‘
sip*rgy ;o 1S 15 ss 1; j # s (3.3.6)
m = m ./m
s3 s] ss
M., = /m
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Dit heeft het voordeel dat nu geen afzonderlijke inverse
operator behoeft te worden ingevoerd. SWP'(s) SWP‘(s) M=M
zoals gemakkelijk is in te zien. Wel moet bedacht worden, dat
de rijen van H,, nu de regressiecoefficiént met tegengesteld

teken leveren.

Toepassing van de Sweepoperator techniek bij "optimalisering"

van multiple lineaire regressie.

Inleiding.

Van de techniek die in 3 is ontwikkeld, wordt gebruik
gemaakt voor de oplossing van het probleem van de multiple
regressie, waarbij het er om gaat voor de regressie van y op

X;,+..,X_ te bepalen, welke van de p-grootheden x. men in de
! P

1
regressie moet betrekken of met andere woorden, welke xi's
gever een significante bijdrage ter verklaring van de vari-

atie van y en welke xi's kunnen buiten beschouwing blijven.

De optimale oplossing is natuurlijk die welke mogelijke
combinaties van | tot en met p variabelen uit de P xi's in
beschouwing neemt en voor iedere combinatie toetst of de nul-
hypothese, dat de regressiecoefficienten voor de niet in de com-
binatie voorkomende xi's gelijk aan nul zijn, moet worden
verworpen. Van de combinaties waarvoor deze nulhypothese niet
verworpen behoeft te worden kiest men dan die welke de kleinste
restvariantie geeft. Nu is dat aantal combinaties 2P-1 en dit
werdt bijvoorbeeld bij p = 10 al meer dan 1000. De hoeveelheid
rekenwerk wordt dan zeer groot. Een methode die minder reken-
werk eist is bijvoorbeeld door Efroymson beschreven in het

artikel "Multiple Regression Analysis".

In de eerste plaats zal hier een korte algemene beschrijving
van de methoce worden gegeven, daarna zullen in 4.4 enkele details
en onduidelijkheden in het artikel van Efroymson nader worden be-

sgroken.
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Algemene beschrijving van de "optimaliserings' methode.
J g

De methode bestaat in het successievelijk toevoegen aan

een verwijdering uit de regpressie van xi's en wel als volgt:

In ieder stadium wordt nagegaan hoe groot de restvariantie-

reductie is die de niet in de regressie meespelende xi's ieder
afzonderlijk bij toevoegen zouden veroorzaken. Van de maximala

waarde van deze restvariantie-reductie wordt getoetst of de bij-
drage significant is. Is dit het geval dan wordt de betrokken X,

in de regressie opgenomen. Vervolgens wordt nagegaan of de reeds mee-
spelende xi's moeten blijven meedoen. Het is namelijk zo, dat door
toevoeging van een nieuwe X de bijdrage van de reeds aanwezig xi's
verandert, in het algemeen kleiner wordt. Het is dus mogelijk dat

een bepaald X, nu niet langer een significante bijdrage levert. Van
de meedoende xi's wordt dus nagegaan welke de kleinste restvariantie
reductie geeft en vervolgens wordt getoetst of deze reductie signifi-
cant is; zo ja, dan wordt de betrokken X, uit de regressie verwijderd.
Daarna wordt opnieuw onderzocht of nog een nieuwe Xi moet worcen toe-
gevoegd. Dit proces wordt zolang voortgezet totdat van de niet mee-
spelende xi's er geen meer is die een significante bijdrage tct rest-

variantie reductie kan leveren.

De vraag die nu naar voren komt is natuurlijk: "Vindt men op
bovenstaande wijze ook de optimale oplossing?" Helaas is op deze
vraag geen antwoord te geven. Het is mogelijk dat bepaalde gunstige
combinaties in bovenstaande methode niet aan bod komen. Te verwachten

is wel dat deze heen en weer gaande methode een beter resultaat peeft

dan 1° de simpele '"'voorwaarts'methode die alleen maar stopsgevijs nagaat

wvelke x.'s moeten worden toegevoegd, dan wel 2° de "achterwaarts'me-
; :
thode die, uitgaande van volledige regressie op alle P x{'s nagaat

welke x. verwijderd kunnen worder.
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Toetsing tijdens het "optimaliserings'procedé.

p
3 P . - 2 . = .
Uitgaande van Q: Vi §=lbixik € 5 & = N(0,07); Eeksl 0;
k=1,...,n
wordt de matrix
(
xlll“'"" *In
' |
X =11 !
X .. __. X
pl- pn
¥y P, yn
L /
zevormd, waaruit:
{n 2 n n n |
I x.. I X .Xy.=--=-==- L .Ix I x .y
. 1] . 1372 1 . 1
i= jop 13725 j= 1P 1
! ' . :
i i ]
; . . .
A ] ] 1
' | ! !
. I 1 L}
n ! n 2 n
M=XX'=|z X XKys-- - - — - - __.L y.xj I x_.y.
j=1 PI i3 j=1 J P j=1 PJ7]
n 2
I X, — - — - . - - L - T X, ly.
. Y3%1; e Yi%p3 Y3
J=1 j=1
\ /

Stel nu dat in een zeker stadium van de bewerking de groot-

heden x_ ,...,x
1 Te
*

dat SWP(0, r

in de regressie zijn betrokken, dat wil zeggen,

I,...,rt) is uitgevoerd. M is veranderd in een matrix
A
voor te stellen is door: Mt = swp (0, rl""‘rt)M
ato-1 e
M)
( ¢ HIZ
waarvoor (3.3.6) is gebruikt.

vt Mt
B 122.1



_49_

. vt vt
De elementen van M zullen door mij en die van M door mij

worden voorgesteld, derhalve:als i en j beide tot r

EERRELS
vt -1 . . -
behoren dan m . € Mll ; als i wel en j niet tot Tiseeesly be-
N
horen dan m,.€ H,., enz.
1] 12
Er wordt nu voor alle s de waarde berekend van
vt Nt
Mo+l sMs, pt
Vg = —IL:f?T—Jz——u Dit is volgens (3.3.6) de verandering die
’ m m

S s
s * ’\{t
de term mp+l p+1 ondergaat als SWP(s) op M wordt toegepast en
»
dit is dus volgens de regressie-analyse de verandering van de
restvariantie. Behoort s niet tot Tpseeesly dan is X niet in

. P 4 Nt
de regressie opgenomen en zijn m en m elementen
ptl,s s,p+l

van ﬁ;z ; en dus aan elkaar gelijk, derhalve is VS > 0% behoort

t
n n vt t
“oe - d
s wel tot L )T, dan geldt mp+l,s € HZI en ms,p+l € le us
vt vt .
m = -m derhalve V < 0, Toepassing van SWP(s) betekent
p+l,s s,p+l S

in het geval s niet tot Llsees,T, behocort toevoeging van X_ aan
de regressie en volgens (3.3.6) dus verkleining van mp+] p+l,dus

?
verkleining van de restvariantie; terwijl toepassing op s zls deze

wel tot LT behoort betekent dat X uit de regressie wordt

t
verwijderd, waarbij de restvariantie dus toeneemt.

Is de situatie Ty»-..»I oOnStaan na toevoeging van een

t
nieuwe x., dan wordt voor alle negatieve Vi, het minimum ,Vm!
4

van |Vi| bepaald. Stelle] behoort bij X . Getoetst wordt dan of

de variantiereductie nog significant van nul afwijkt (in feite

wordt getoetst of de bijbehorende regressiecoéfficisnt van nul

afwijkt).

Is dit zo, dan volgt verwijdering van X Voor de toetsing

"t .
7
geldt dat mp+l, .l overeenkomt met yb (zie 1.2) en ’\m[ met
@Q)- db » verder is p = t en q = |, dus met (1.5.8) wordt X

verwijderd als
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(n - t)lV |
._.__...._m.._ < F
vt (l,n - t)a 4.3.1)
Tp+1,pl
.. o . .
waarbij F(l,n - a de a? waarde is van een Fl, - ¢ verdeling.

Is de L s--.,r ontstaan na verwijdering van een X dan

t

wordt uit de positieve Vi de maximale waarde bepaalt stel V., ver~

M
volgens getoetst of deze restvariantiereductie significant

groter dan nul is. Nu is «f  niet zonder meer de reeds berekende

me de niet berekende mC die echt 1ijk i

Wp+l,p+l maar de nie erekende mp+l’p+] ie echter gelijk is
vt _ . (n-t-1).v

aan mp+!,p+l VM Geldt nu: . M > F(l,n-t-l)a (4.3.2)

-V
Tp+l,prl M
dan volgt toevoeging van r_ aan de regressie. Is dit niet het ge-

val dan stop het proces. (4.2.1) komt overeen met 17 in het

artikel van Efroymson en (4.2.2) met 19.

Verwijdering van x wordt uitgevoerd door toepassing van

SWP (rm) en opname van XM door SWP (rM).

Is het proces klaar, dan kunnen de gewenste regressie-

"~
. . e vt .
coefficienten afgelezen worden als Bi = ~m , waarin de

+ .

p l,r1
elementen zijn uit de rij p + | van de submatrix -HZI'

. . .V v t
De standaarddeviatie Sv waariny =y - Et B8 x (4.3.3)
y r. r. o J
1= "1 1

. vt . . . .
is an+],p+]/t dit is volgens (1.5.7) een zuivere schatting van o.

-~

De standaarddeviatie van Bi is volgens (1.4.12) te schatten als

= s \[ (6.3.4)



b.4,

.Mt . . -1
waarin m .. een element is van submatrix Mll'
ii

zoals reeds in 3.2. opgemerkt is, identiek aan S~l
in (1.4.12).

die

Enkele bijzonderheden in het artikel "Multiple Regression

Analysis'" van Efroymson.

Bij het onderstellen van lineaire regressie wordt

veelal aangenomen, dat ook een constante term aanwezig

p
kan zijn. Nu is dit in feite in y =1 Brxr opgesloten;

r=1
men kan namelijk zonder bezwaar onderstellen dat bijvoor-
beeld voor r=1 alle X, 21 zijn, dan zal Bl de constante

term voorstellen, waarvan de schatting Bo als -mp+] 1 is
’

af te lezen, terwijl ook de standaarddeviatie van

Bo bepaald kan worden.

Door Efroymson wordt echter die constante term eerst
verwijderd door y en X; te vervangen door y - ¥ en x,= X
n

. ce s - 1
Hierbij is ¥ = HZ Yy» enz. De constante term wordt dan aan
k=1

i

- P -
het eind van het proces als B, =¥y -1 B, y. bepaald. In
i=1 ii

dit geval krijgt men echter niet de standaarddeviatie van

Bo ter beschikking. Efroymson definieert zijn uitgangsmatrix

met de elementen

n

qij = i=l(xik - xi)(xjk - xj).
Interessant is het op te merken, dat de matrix S voor de

op de gemiddelde gereduceerde grootheden door toepassing van de

SWP-operator uit de matrix van de ongereduceerde grootheden is

af te leiden.



Stel deze laatste is

4

2
2X ok IX k¥ 1 T

1
:
M= :
|
]
|

§

. de
Waarin de constante term als een o

van als x..

worden toegepast :

LI
n 1
- 2
)[(l Zx] -

SWP(O)M = :
1
|
1
y

L
n
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Zykxok — e e ee e oo .

R SR AT
I'
i
!
2
Zyk
J

n ZxI ----=---1y
2
le le
i .
] \\
} \\
Ly Zx]y ------ Ly
4

term is toegevoegd in plaats

1 Nu kan de Sweepoperator op het constante element

'\
y
“ 2oyl
Ly” - m

J
y 3
iy -9 |

Behoudens de eerste rij en kolom is dit de matrix waar

Ef roymson van uitgaat.
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2. Dat Efroymson niet (3.3.5.) als Sweep operator gebruikt, maar

de vorm met tekenwisselen in de rijen is reeds behandeld. Daar-

naast voert Efroymson nog een uitbreiding van de matrix in,

waarvan de betekenis bij de computerberekening niet duidelijk is.

s T

Efroymson noteert namelijk de uitgangsmatrix als[T ZJ waarin S

zoals reeds onder 1° werd opgemerkt uit de elementen Ek(xik - ii)(xjk -

bestaat, terwijl verder 7 = Z(yk--§)2 en T uit I(x, —;-)(y -y) bestaat.
Kk K ik "17 Yk

Z is dus één enkel element. T &&n rij van elementen en T’ &&n kolom

van elementen.

De matrix wordt uitgebreid tot

xj)
T 1
T 2 D (4.4.1.)
- B C

waarin B, C en D aanvankelijk nul zijn. I is een identiteitsmatrix met

evenveel elementen als S,

Er wordt nu gesteld dat toepassing van het

algorithme op de elementen van S opname van elementen in de regressie

betekent en toepassing op elementen van C verwijdering van x.'s uit de

regressie.

1

Na iedere stap bevat B de regressiecoefficienten en C de

inverse elementen van de S matrix, dat wil zeggen de 44 die nodig zijn

om de standaarddeviatie van de regressiecoefficienten te bepalen. Wat

B betreft, is het inderdaad zo,

dat deze de regressiecoefficienten bevat,

maar op de plaatsen die betrekking hebben op xi's die verwijderd zijn

door toepassing van de Sweep operator op C elementen komen geen nullen;

daar blijft iets staan. Dit is als volgt in te zien. Als bovenstaande

matrix gesplitst wordt in :

S T
S)p Ty
T, 2
0 0
I 0

QO O O O H~

O O O +H+ O




en hierop wordt SWP'(O, !,...,8) toegepast, onstaat:

rijen
B

1 3
f 57! s'ls sThpr g7 0
' I 11°12 17 1
S
s+ -1 -1 -1 -1
1 -S,.S =S -s, .S, .T!' -
: 52151 5227521511512 7505 T TS5 0
p* -7 57! T, -T.S )3 z-1. s -7 g7} 0

1511 2751511502 1St 1511
p+2

-1 - -1 -1 0
: s s’ls sl s
ies 1 11512 1t 1
p+2+s
: 0 -1 0 0 0
2p+1 \ J

De regressiecoefficienten zijn te vinden in de eerste groep
elementen van rij p+l namelijk —Tls;:; maar met negatief teken.
Ze ziin ook te vinden zowel in de rijen l,...,s als in PHr.vyuo.pHl+s,

‘ .. -1..' . .
namelijk als S”Tl inderdaad in de B submatrix van (4.4.1). Wordt

de Sweepoperator nu op de elementen (p+l, P+2)...(p+l+s, p+l+g)
toegepast, dan ontstaat:

r
0 0 0 I 6w
! -
SZI TZ SZl I
0 T2 Z -Tl 0
— - -T!
I SlZ Tl Sll 0
0 -I 0 0 0
N\ P ,
_T'
B is dus niet weer 0 geworden maar terwijl C nu de oorspronkelijke
S bevat., 0

11

Men vraagt zich echter wel af waarom Efroymson deze uitbreiding

invoert, want in het computerprogramma wordt dit niet toegepast; de

1
matrix blijft beperkt tot (3 T ].



w

Tenslotte nog een laatste verandering ten opzichte van de
algemene theorie. Er worden in het computerprogramma niet de
oorspronkelijke gedefinieerde elementen qij = Z(xik - Xi)(xjk - xj)

enz. ingevoerd maar de correlatiecoefficienten

_ Z(xik - xi)(xjt - Xj) _ qu
r,,= =
1] S, . S.
' &// o2 = \2 oo
Z(xik - xi) . Z(Xjk Xj)
hierin is ook y begrepen door y als xp+1 te schrijven en i van
] t/m p+1 te laten lopen. De matrix
]
[S J bestaat dus nu uit de elementenrij voor i, j = 1,...,p+l,
Tz g ¥ .
en zal door n o |Worden aangegeven. Toepassing van SWP (Q, 1,...,s)

T Z
op beide heeft tot resultaat dat resp.:

=1 -1

S s e ¥l ¥y

-5~} z-1s" 1 AL

ontstaat. De elementen van S zijn qij voor i,j = l,...,p, die van
q.. n qQ .1
¥ zijn Ll s van T en T resp. q . en AN en van 7 ea 7
S.S. ptl,] s S.
1] p+i]
q - N
resp. q en ptl,ptl . Als de elementen van S ! met q,.
ptl,p+l sp+]2 1]

worden aangegeven, dan is gemakkelijk in te zien dat die van &
gelijk zijn aan q;j = Sisia'j' Nu zijn de elementen van TS_l de
regressiecoefficiénten voor het oorspronkelijke regressiemodel,
dus §i; de elementen van %E_] die van het op standaarddeviaties
genormeerde model, die met bi zullen worden aangegeven. Nan is:

p

P q S:
ﬁi =1 q +l kak . en derhalve bi = 7 —E:lik-. sks.gk. =1 . @
k=1 PT1aK K] k=1°p+15k 3R S5y
S
of B, = Py
1 S 1
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Dit is in het artikel van Efroymson, formule (15), genoteerd
o
als E. =y, ) is namelijk de standaarddeviatie van Y,
i o, 1in p+l _

wat door Efroymson met cn wordt aangegeven.

De standaarddeviatie van de volgens de regressie gereduceerde

y (in feite van €) is volgens (4.3.3) te schrijven als

*
q -
s = prlprl o rin q* = Z-TS ]T'; als
v b p+l,p+l q*
M 1Xe o i = _p+l,p*l
7 1y qp+1,p+1 wordt genoemd, geldt qp+1’p+] sz

FL p+l
\lq +1,p+1
S
ptl

derhalve sV =
y
Dit is formule 14 van Efroymson: sy = on\/rnn7z .

s vq.. volgens (4.3.4) waarin aii

Tenslotte is sa =
g. y' 1

1

-1 . -1
een element van S 1s. Nu geldt voor de elementen q;i en S

s
* 2 = Y v ey s
dat qii Siqii derhalve Sﬁ 5 V qii . Dit is de formule (16)

i
fl ”
van Efroymson: C.. »
a5 ii
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