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Summary .

In sections 1, 2, 3 and L4 of this report a survey is given of various iterative
methods for solving the Poisson and Helmholtz equation, starting with
Richardson's (1910) method. Using Chebyshev polynomials Richardson's method
is generalized, resulting in what is called Richardson's first and second-
order method, closely related to first and second-degree acceleraziors of

the Jacobi iterative method (Sheldon, 1960).

Related to the second-order Richardson method is also the Chebyshev semi-
iterative method (Varga, 1962, p. 138), for cyclic matrices leading to the
cyclic Chebyshev semi-iterative method (Varga, 1962, p. 150).

Acceleration of the Gauss - Seidel iterative method leads to the successive
overrelaxation (SOR) method of Young (195L,a) (see alsc Frankel (1950);, which,
in his Sheldon (1959) speeded form, has much resemblance to the cyclic
Chebyshev semi-iterative method. An acceleration of the Gauss - S=2idel itera-
tive method using Chebyshev polynomials is found in Sheldon (1960).

Arms, Gates and Zondek (1956) generalized Young's point-iterative method and
introduced block-iterative methods. Hageman (1962) remarked that, by the

cyclic nature of the matrix equation the number of variables could be reduced
and applied block-iterative methods to this cyclically reduced matrix equation.

A different way of matrix splitting results in the alternating - direction
implicit (ADI) iterative method of Peaceman and Rachford (1955).

Ir section 5 a number of foregoing methods is applied to solve the Poisson
ard Helmholtz equation on a regular octagonal region.

With respect to Poisson's equation numerical experiments are given using the
following methods: the point SOR method, the Sheldon-speeded form of this
method, the point cyclic Chebyshev semi-iterative method, the two-liae SOR
method (using normal and O, ordering), the two-line cyclic Chebyshev semi-
iterative method, the two-line SOR ( U; ordering) method applied lo tne cycli-
cally reduced equations along the diagonals of the grid (see Parter (196%),
Hageman and Varga (196L4)), where we applied a transformation due to Parter
(1959) to make the resulting matrix equations easily invertible, and the

Wachspress and Habetler (1960) form of the ADI method using 4 and 8 Wachspress
(1962 parameters.

Concerning the Helmholtz equation the application of point-iterative methods
is preferable if the Helmholtz coefficient is sufficiently large.

For each method the number of iterations is given needed to reduce a given
initial error by different reduction factors and also the iteration time ratio
with respect to the point SOR method.
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1. Inleiding.

In de numerieke weersvoorspelling heeft men veelvuldig te maken met het
oplossen van elliptische parti&le differentiaalvergelijkingen van de
vorm (Leslie and McAvaney, 1973)

AU+ O U < FOLY,
(L= G(R) op gegeven rand R 5

waar O de tweedimensionale Laplace operator is, C!(x,x) een niet-
negatieve functie en F{x;y),(}(k) bekende functies zijn.

We beschouwen hier een gebied in het (x,y)-vlak begrensd door een regel-
matige achthoek. (Zie hoofdstuk 5). We overdekken dit gebied met een
rechthoekig rooster (X;,yg) , roosterafstand h, zodanig dat de rand door
roosterpunten gaat. Door toepassing van de gebruikelijke 5-punts appro-

ximatie voor de Laplace operator /A gaat (1.1) over in (Forsythe and
Wasow, 1960)

{(1.1)

2, , , Kz,f (1.2)
FAYE YU o W i —w. . < w :
( L/ Ly .,) 4y [ utl‘/_/ aL’,JI a'[“'/',/ ‘/\/ R
voor inwendige roosterpunten, met de notatie w. .. U [th)9->;

C(N‘: C/(XL‘:V‘,L) ) /¢',/‘= F(Xc')‘/,/')- “

Bovendien neemt arj op de rand vaste waarden aan, dus op de rand R

]

“‘)j = q('Q“’/~) .

Door een geschikte ordening van de roosterpunten, bijvoorbeeld in de lees-
volgorde, gaat het stelsel differentievergelijkingen (1.2) over in een
linealr stelsel vergelijkingen van de vorm

A(,(,:’k ) (1.3)

waar de vector A’ behalve de inhomogene termen uit (1.2) ook de rand-
waarden bevat. De componenten van de vector & worden uiteraard gevormd
door de waarden van de roosterfunctie ./ ' in de geordende inwendige
roosterpunten en de matrix is de daarbilj behorende coefficienzen matrix.
Bij » 1inwendige roosterpunten zijn i en A dusm -dimensionale vectoren en
is A een symmetrische (mxm )_matrix, die, gezien (1.2), maximaal 5 niet-
nul elementen per rij bevat.

Het doel van dit rapport is na te gaan welke iteratieve methode we het best
kunnen gebruiken om grote lineaire systemen van de vorm (1.3) op te lossen.
Voor de eenvoudigheid beschouwen we eerst het geval dat C!(X,y)s 0.

Meer dan ecn halve eeuw geleden heeft Richardson (1910) zich met het op-

lossen van de Poisson vergelijking beziggehouden en de volgende iteratieve
methode voorgesteld

(tart) (m

W™ g Al e) (1.1)

waar &, parameters zijn, die de convergentie van het iteratieproces moeten
versnellen. Voord = Y vinden we de punt Jacobi iteratieve methode.

Uit (1.4) volgt voor de fout na de (Mm+/)ste iteratie, Emrr) LL[%*? Ws
waar W de oplossing is van (1.3)



zodat

waar et
g (A= [](-4A).
J=o

Toepassing van matrix en vector normen (Varga, 1962, p.7 ) op (1.5) geeft

0eE™r < gl 1y

Omdat A een reéle , symmetrische, irreducibele matrix is, diagonaal do-
mirant met positieve diagonaal elementen, geldt dat A positieve eigen -
wasrden /\c. (¢=46--,n)heeft met

EaXsh e € 0 = 0 (A) s

waar F(A) de spectrale straal is, terwijl bovendien

fa il = e(8,@)= max [40]
1£¢<m
Verder geldt :

max  [9 (O0Y] < max  [9.0] 5
feeim Ssuaspy
zodat het van belang is

Max /g (x)/
Ssx< plA) m ()
0
te minimaliseren. Richardson kwam tot dit resultaat door ¢ te ontwikkelen
naar de eigenvectoren van A en geeft (p. 322) voor een tweetal verdelingen
van de d/- . 97(,\> als functie van )\/p(A) (zie figuur 1 en 2).

/
\ )
X R 4 "‘/ Pt d& ‘XJ 'xy ds:/—\lxé
T T = e
0 /
figuur 1 AU - F op vierkant, met 10 codrdiraat differenties in elke codrdinaat-

richting. De o.'s ('/’: 0,...,6) zijn tamelijk uniform verdeeld over interval

[50]



figuur 2

Ar=0CA) 5 je0res 6. /

Tot zover de methode van Richardson. Nu is bekend (Young, 1954, b) dat
het polynoom

fulosge G (b ¢ (braen ) 60

b-a

coxﬁne-EQ),-lgyg,
waar [;_(y): !Cus‘{u. Coshy) , Y21 het Chebyshev polynoom is, van alle poly-
nomen @, (x) van de graad m iny , die voldoen asan 4, (c)=/ , een minimale
maximum norm heeft over het interval 0<a <x £ 4. Omdat AL (4,6, x) reéle

nulpunten heeft kunnen we /64“ (a,4,x) factoriseren in re€le lineaire factoren
van de vorm

I- X/X(a,6) >
waar X-{a,t,), J205.-- ,m-/ een nulpunt is van /b/u /&,4, x_).
Er geldt
Xi(aé)s f(at8)-5(4-0) tos Hel s jroees s,

Hieruit volgt dat

(
:Sb?fs’;’u) /9"“ o /

minimaal is, indien

K= X:(de(A). | (1.7)

De methode waarbi]j 0(/' voldoet aan (1.7) komt voor de Poisson vgl. in feite
overeen met de Chebyshev versnelde Jacobi iteratieve methode (zis hoofdstuk 2)
en wordt ook wel de methode van Richardson genoemd. We merken op dat schema

(1.4) ook beschouwd kan worden als differentieschema voor de warmtegeleidings-
vergelijking



WU Ay F, (1.8)
V¢t
met randvoorwaarden als in (1.1). De parameters 0(/ spelen dan de rol van
« . A
v P 4

Hieruit volgt dat het oplossen van (1.1) met behulp van (1.4) overeenkomt
met het bepalen van een stationaire oplossing van (1.8).

Als generalisatie van bovenstaande kunnen we nu de oplossing van (1.8)
ook zien als de stationaire cplossing van de vergelijking

2
FU L poU _ AU+F. (1.9)
0 ¢t 0¢

Vergelijking (1.9) geeft aanleiding tot een stationair iteratieproces

oY)
s =

™ - -1)
u’ La(Ad™ k) ¢ (™ u(/‘“) (1.10)

(zie Frankel, 1950, p. 72). Schema (1.10) wordt wel de tweede-orde
Richardson methode genoemd. We herschrijven (1.10) als

( (1) )
M«f’_.i [/f/s’m—q;A)u/m)‘ﬁMaM*' dmk ;ﬂ,,’o' (1.11)

waar A, en A.. nu nies-stationaire iteratieparameters zijn.
Schrijven we vervolgens analoog aan (1.5) met (1.6)

(M)
€ = A (detn), a)e (1.12)
(m) (™)

met £ = W -4 , waar {4 voldoet aan (1.3) dan geldt

/bo /8¢, '4>: />
pr (&g Ay 1= 2 A

+e |
/AMIIZJ’F’A>=(.ZD(—@_‘?Z_A> CM{X)A“/J,P;A).. (1.13)

Ma F

Gt B

(,AMM (0‘)

A,



waar we gebruik hebben gemaakt van de relaties

4>/Y)= /5
Cityy =y, (1.13)
Cunrityy= 2y C (¥)= €, {y).

Opdat schema (1.11) voldoet aan (1.12) moeten we de coefficienten o«

en A van (1.11) kiezen in overeenstemming met (1.13).
D1t geeft
Q) o/ (1.1L4)
dosz—- )"fm=—(/-z C () ﬂ :2;(4«./‘()._1.
tP P- cw“{a( e,«.fl{“) (,‘“4//0()

De gemiddelde convergentiesnelheid R(/A/w /6,0, A)) voor beide methoden
becraagt

R (508 = - d Up. (5,0,0))f

Mm

o e 0 hu (50, 8))
- |

De iteratieve methode (1.11) met (1.1L) wordt ook, zoals (1.10), d= tweede-
orde Richardson methode genoemd. Voor verdere discussie betreffende (1.k)
en (1.11) wordt men verwezen naar Van der Houwen (1968). We hebben voor-
gaande methoden beschouwd, omdat ze een aansluiting vormden op de oor-
spronkelijk door Richardson ontwikkelde idee&n. We zullen er verder geen
praktisch gebruik van maken. In de loop der jaren zijn snellere iteratieve
methoden ontwikkeld om vergelijkingen van de vorm (1.3) op te lossen, die
in de volgende hoofdstukken ter sprake zullen komen.

Voor literatuur op dit gebied wordt men verwezen naar Varga (1962),
Wachspress (1966) en Young (1971).



2. Punt-iteratieve methoden.

We keren terug naar de matrix vergelijking (1.3) uit het vorige hoofdstuk

Auw:-k. (2.1)

De eenvoudigste iteratieve methode om (2.1) op te lossen is de punt Jacobi
iteratieve methode

(tart)

w 3a/°")f C—lk, (2.2)

waar de matrix C een diagonaal matrix is van de diagonaal elementen van
A (zie (1.2)) en

B-I.C'A.

De matrix B zal dus in het algemeen, als U{X,y)#constant, geen symmetrische
matrix zijn. We schrijven (2.1) als

~f, ~/ % -71.
C LA C‘AC ’ w=C
Definiéren we 8*: 7. CQ/I'A C'/b, U,¥*

(2.3) over in

k . (2.3)
p A 4.
C/z o, k = C zk, dan gaat

: * * ¥ ,
( I" 8 ) a. = é . \ 2. h)
. . . . ¥ .
De matrix B* is nu wel symmetrisch en bovendien hebben B en B dezelfde eigen-

waarden. In dit hoofdstuk gaan we uit van (2.4) in plaats van (2.1) en
laten de (%) weg. Analoog aan (2.2) schrijven we

a/M'Z Bu™ bk , pld)cy. (2.5)

Een matrix, met de eigenschap @ (B)</ , heet convergent. Toepassing van

spectrale norm en spectrale straal geeft in dit geval (B symmetrisch)
(Varga, 1962, p. 9)

R{(B™)=z gemiddelde convergentiesnelheid (na m-iteraties)=
. (2.6)
b B . _ A o) - _ b p(8)

mm M
= asymptotische convergentiesnelheid = 'Qoo (8)

In het algemeen geldt (Varga, 1962, p. 67) voor een convergente matrix /M

Lo R(N™ )z - how oMYz R, (1), (2.7)

M oo

In het onderstaande bespreken we punt-iteratieve methoden om vgl. (2.4) op
te lossen, met andere woorden, de nieuwe vector iteraten worden punt voor
punt bepaald, terwijl dit bij blok-iteratieve methoden, die in het volgende

hoofdstuk ter sprake komen, voor groepen van punten (bijv. punten behorende
tot een of meer roosterlijnen) simultaan gebeurt.



Toepassing van een lineaire versnelling op (2.5) geeft

(}(Wfll Bu{h)fk )
( / (2.8)
Y ‘m): UL./Wan w,, /U{WNJM(’M))'
Eliminatie van o (M) geeft, analoog aan (1.4)
o ft ()
el ((/fwﬁk)B-wmI>M # (110, K. (2.9)
Stellen we verder
o e
/’/&n

dan vinden we, analoog aan (1.5)

& ™. 4, (B) € ) (2.9)"

waar

N . -
2 B A7
2, (8)= /7 —
Jso I"/dJ
en 69(qau(8)) kan weer geminimaliseerd worden door gebruik te maken van
Chebyshev polynomen (Sheldon, 1960, p. 146), analoog aan het in de inlei-
ding besprokene. De reden van deze kleine uitwijding is aan te tcnen dat
elementaire iteratieve methoden, zoals (2.5), indien de eigenwaarden van
de iteratie matrix B8 reédel zijn, met behulp van Chebyshev polyncmen ver-
sneld kunnen worden, iets wat in de inleiding uit de lucht kwam vallen.
Het moet duidelijk zijn dat de methode van Richardson ((1.4) met (1.7)) en
de Chebyshev versnelde Jacobi methode in feite volkomen identiek zijn.
Een tweede elementaire iteratieve methode om (2.4) op te lossen is de
punt Gauss-Seidel iteratieve methode. Schrijven we

48 = L+ C/-;

waar L resp. U de onder resp. boven driehoeksmatrix is dan luidt de
Gauss-Seidel methode in matrix vorm

a/w*i_) [J.L)-/Ua(mjc /]—L)-;f. (2.10)

) -/
Omdat de eigenwaarden van de Gauss-Seidel matrix f/: (I; L) ZT reéel
zijn, zoals later zal blijken, kunnen we ook op (2.10) een Chebyshev ver-
snelling toepassen, zodat we voor &™), Lt“”_¢4 , waar ¢ voldoet aan (2.h4)
analoog aan (2.9)' vinden

(n) (6)
£ (W) e

Bovendien kunnen we, analoog aan (1.10), versnellingen van de tweede orde
of graad toepassen, overeenkomend met de tweede-orde Richardson methode.
Voor verdere discussie van bovengenoemde methoden wordt men verwezen naar
Sheldon (1960). We zullen in het onderstaande enige methoden beschouwen



die versnellingen zijn van de Jacobi iteratieve methode (2.5) en de Gauss-
Seidel iteratieve methode (2.10) en waarvan de belangrijkste (de cyclische
Chebyshev methode en de Sheldon versnelling van de successieve overrelaxa-
tie methode) superieur zijn aan bovengenoemde methoden.

. Versrelling van de Jacobi methode.

We gaan uit van (2.5) en beschouwen een algemenere iteratieve methode ge-
defirieerd door (2.5) en

Mo .
) (7]
Jo Y
met
U
2 (w)= -
Jeo 7
Is (4 de exacte oplossing van (2.4) en schrijven we
(m) (am) ~lm) oy,
5"‘:44 -~ , £ ;7*”).41., (2.11)
dan geldt »
o T (v)
é‘b(%l 2 v (m)u(/)_ Z Viim) & = Z ‘5-/%)5 ,
= Jeo J Jzo J J=0
zodat,
(Ml) v /O)
& =9, (B) £ 7, (2.11)"
waar

Q, () = Eo Vis) X", g ()=

Liggen de eigenwaarden ,X, [[=/>--7“.) van 8 in het interval
(8

/<AL N £ b AN (2.12)
dan is F,[QM([,I)) minimaal, indien g”(;() = /zm (x) , waar

~ -/ ,

A (x) = é; (E;_Z(T%{)) (:w[“'/i*“) , (2.13)

analoog aan (1.6). Gebruiken we in (2.12) alleen de spectrale straal van
8 zodat é; P/Q) s -4 dan gaat (2.13) over in

b= C (1) C (Xp), e:0(8) - (2.)
Nu geldt (1.13)', (zie Varga, 1962, p. 136)
C/)«,*/(Y) = 2)/(:“ (y.)' ’(:“-/ (Y) ’ (2-15)

zodat met (2.1k)

Cunri(V€) By () = 258 (1) f 0O (1)}, ()5 21



Vervangen we de variabele X door de matrix & , dan geldt met (2.11)!

2 ~ [a+tr) ~ () ~ Lot
L OBIE . G GI8E ¢ e
of met (2.4), (2.11) en (2.15)
(s -) (A1)
5 (B ke g ) ey s g
7“’: w (8y™ik),

> Mm214,

waar w, - o . 1 (':“(I/P) sl (2.16)!
(02 s ~7 (v ’
Uit (2.16)"' volgt met (2.15) € Gusr ()
= / = / > L
el (o) /- ("‘%) o (2.16)"
2 €, (p) "4 )
W=7, w,: ;T;i

wat handiger is in praktisch gebruik. Iteratieproces (2.16) wordt de
Chebyshev semi-iteratieve methode genoemd (Varga, 1962, p. 138) en is
nauw verwant aan de tweede.orde Richardson methode. In termen var. gemid-
delde convergentiesnelheid (2.6) is (2.16) superieur aan deze methode.

We zullen nu (2.16) toepassen in het geval dat de matrix B de speciale
vorm heeft
a F

B = 7 o ) (2.17)
. . .. 7.

waar de nulmatrices vierkant zijn. F'is de getransponeerde van F .

In ons geval verkrijgen we (2.17) door de rocsterpunten in twee groepen

te verdelen, zoals de witte en zwarte velden van een schaakbord. Een

matrix 8 heet zwak cyclisch van index 2 (Varga, 1962, p. 39) of bezit

"property A" (Young, 1954, a), indien er een permutatie matrix P bestaat

zodat P8 PT de vorm (2.17) heeft. Verder heet een matrix van de vorm

(2.17) consistent geordend volgens @ -ordenirg (Young, 195k, a).

Is 8 bovendien irreducibel (Varga, 1962, p. 19) met niet-negatieve matrix

elementen, zoals in ons geval, dan wordt A& cyclisch van index 2 genoemd.

Ordenen we nu de vectoren & en K in overeenstemming met (2.17) dan gaat

(2.16) over in de twee vergelijkingen

¢ (arr ) () (Ma-t) (haey)
Y, ""4..,/(’:71 rk, -9, )7“ Y, B
) (2.18)
aa bt T (t) (-] (n-1)
A s, (Pl 0 ) g aa
met () (s) () T (o
9, = Fyz Ve ko, % = F G )* Ay & (14w M
Uit (2.18) beschouwen we de deelrijen /7/ (Tmst) P /71 f

bepaald door het iteratieproces Mzt anzd



- 10 =

/Zmﬂ) (24«) /Zu..l) /iAu-/)
y’ = a)lduf/ (FVZ fé,'j, )1‘ ;1/ , M2y )

(tut2) T (twur) (1
. ~ ' w) (2a)
71 ‘L‘auwz(r 71 féz'jz J*yz ) m20,

5/(’)= /'31(0)* ky -

De iteratieve methode (2.19) wordt de cyclische Chebyshev semi-iteratieve
methode genoemd (Varga, 1962, p. 150), omdat gebruik wordt gemaakt van
het cyclische karakter van de matrix 8 .

Uit het voorgaande zal het duidelijk zijn, dat de asymptotische conver-
gentiesnelheid van (2.19) tweemaal zo groot is als die van (2.16), omdat
slechts gebruik wordt gemaakt van de helft van het aantal vector iteraten
(vergelijk (2.18) en (2.19)).

(2.19)

met

. Versrelling van de Gauss-Seidel methode.

We gean uit van (2.10) en schrijven
(tastr ] (M) ()
WL LW Ul ™M e ke

We veronderstellen dat de matrix 8 , die zoals we boven zagen cyclisch is

van index 2, consistent geordend is (zie ook Varga, 1962, p. 101 of Young,
1971, p. 157 ev.). We definiéren

A [(Ma4r) (Wmtl) - (M) .
S = Z,u‘. + U . U. f'ﬁ »
¢ ) v Ly ¢
(st (m) (m+0) (Aar)
S w0 w @™ ).
. ¢ ¢
f\./’lﬂfl)
Eliminatie van s geeft
C
1T (M ; (M +1) (m) ()
u = U )rw(la » U u oy S . (2.20)
De parameter W wordt de relaxatiefactor genoemd. We spreken van onder- of
overrelaxatie, indien W< lyw>/ . De iteratieve methode (2.20) noemen

we (Varga, 1962, p. 59) de punt successiewe overrelaxatie iteratieve methode.
We schrijven (2.20) als

(matt)

- { -/
- L/I*W‘) I([z.w)Ivth)uujw(Lwl) k. (2.21)

De matrix
L) (T-wlY () I+ U )

noemen we de punt successieve relaxatie matrix. Het is duidelijk dat we
voor (o:=/ de Gauss-Seidel methode (2.10) terug vinden. De matrix 8 is
zodanig dat we direct de resultaten van Young (1954, a) (zie ook Frankel
(1950)) kunnen toepasser..

1. Als A een eigenwearde is van 8 en/Lc een eigenwaarde vanffﬁdﬁan
geldt

(niw-1 ) w? Mu=o.

gevolg: als w=/ dan M- \E.
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2. De waarde van (W die p»////w)/) minimaliseert wordt gegeven door

/ p(g) 2
wrlop = 1 (‘mf—-m)‘w)‘
2
I+ (1-6'w)
3. p(H{w,))= wy-1.

Uit resultaat 1. blijkt dat we inderdaad Chebyshev versnellingen kunnen toe-
passen op de Gauss-Seidel methode. Shelden (1959) heeft aangetoond dat, als
de vorm (2.17) heeft een versnelling van (2.21) kan worden verkregen

(wat betreft de gemiddelde convergentie snelheid) door de eerste iteratie

=/ te nemen. In dat geval kunnen we (2.21) analoog aan (2.19) schrijven
als

(Varga, 1962, p. 110).

/M) (m) () )
a‘/ = 6(, - W [Fal[w)f'/é/' u’l /|9

(wme) (tuats () (2.22)
ul = sz)f‘w (FTLL, f)/-Az - ('LZ ) I /hnZO :

De asymptotische convergentie snelheden van (2.22) en (2.19) zijn gelijk.
Wat betreft de convergentie snelheid na M iteraties is (2.19) superieur.
We keren nog even terug naar de oorspronkelijke vergelijking (2.L)

(IT-3) u-k.

Met de partitie van « en k in overeenstemming met (2.17) vinden we

W, = Fak+/c, s

(2.23)
Uy - Fru,+/<1,
zodat ~ )
o W= FFIw, ¢ (Fhork, ), .
2.2
uz: FTF az')‘(Frk/ fiz)-

We noemen (2.2L4) de cyclische reductie van de matrix vgl.(2.23).

Omdat F'F een convergente, symmetrische matrix is (bovendien primitief),
kunnen we de Chebyshev semi~iteratieve methode (2.16) op een van de
cyclisch gereduceerde matrix vergelijkingen van (2.24) toepassen, bijv. op

C(l: F/FCLLf' (/:Q/ f‘/%1> b (2'25)

en vervolgens (4, volgens (2.23) berekenen. Toepassing van (2.16) op
(2.25) geeft dezelfde gemiddelde convergentie snelheid als iterasie-
proces (2.19). In het volgende hoofdstuk zal blijken dat er geschiktere
matrix splitsingen van (2.25) mogelijk zijn, aanleiding gevend tot blok-
iteratieve methoden, die in termen van convergentie snelheid, superieur
zijn aan de tot nu toe besproken methoden.
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. Blok-:teratieve methoden (1).

We beschouwen de matrix vgl.(2.1)

Au_zk_ (3.1)

In he%s vorige hoofdstuk splitsen we de matrix A volgens

A- ¢-(C-A), (3.2)

waar de diagonaalmatrix ( de diagonaal elementen van A bevatte en
losten we (3.1) op door een iteratieproces toe te passen oOp

Cu- (C-A)u +k

of

w- 0(C-A)u s k= Bu+Ch, (3.3)
of

4

&/ * X *

* " 2

VLT VATV S AT A (3.3)
In het volgende zal blijken dat er geschiktere matrix splitsingen van A
mogelijk zijn. We defini#ren daartoe het begrip regullere matrix splitsing
(Varga, 1960, p. 123) en schrijven (3.2) als

A:@—Z) b 03 C"A.

We gebruiken de volgende notatie. Als een willekeurige matrix M niet-
negatieve matrix elementen heeft schrijven we M>0 . Als /7 slechts posi-
tieve elementen bevat dan M 30 . Heeft de matrix M M, tenslotte niet-
negatieve elementen dan schrijven we f7, > /‘11

Definitie. A-: C— is een reguliere splitsing van A dan en slechts dan
als ¢">0 en D20.
Stelling 1. Stel dat A: c,- b = C D twee reguliere splitsingen zijn
van A net A '>0 . D >D >o | a, en ,5;' niet iden-

tiek) dan geldt

s p(c;’o, )y e(§0) e

-
Opdat A S o is het voldoende dat A = (dL-J.)de volgende eigenschappen
heeft : .

1. ,/ €0 voor alle c;{/ P [/ £ Gy L,
2. Als irreducibel . (3.4)

3. Z di >0 voor alle /<. ¢4 met strikte ongelijkheid voor
Jer

. ‘
tenminste &&n (.

In ons geval voldoet de matrix A uit (3.1) aan (3.4) en is bovendien
symmetrisch, zodat A een stieltjes matrix is (Varga, 1962, p. 85).
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We veronderstellen nu dat de matrix A de volgende blokvorm heeft, de
partitie van U en K is overeenkomstig

A/,/ A/;I s IL\/)S ]/ ('(./ //(I
' {
'. : [} [
‘ : ; {
A = I 1 ‘l i‘) a-= l; )k¢ I' ’(3'5)
k : | : ! ’ f
i ? . "/ / /’
u
\\ ng | e e .‘/qshg / 5 / 3
waar de %”3/; /hJXh/) matrices zijn, Z; u. cmoen W, €,

vectoren met ., componenten. De matrix /% heet 2- cycllsch, indien de
blok Jacobimatrix

B. I-CA (3.6)

waar
/AI,/ \
C = / \‘ (3.6)"
Lo
\ As,s /
(zwak)-cyclisch is van index 2. Indien de diagonaal submatriceo /4‘, (1x1)
matrices zijn, is bovenstaande equivalent met Young's '"property A" Foofd—

stuk 2). Zijn er geen beperkingen op de orde van de submatrices fib

dan komt de bewering dat A 2-cyclisch is overeen met "property AT" van
Arms, Gates en Zondek (1956), die de resultaten van Young (1954,a) nebben
gegeneraliseerd. Tcepassing van de successieve overrelaxatie methode op
(2.1) met (3.5) geeft

(Matr) _ -1 ) (e (1)

) > {apr) () \
Ly . /LA w _ZA‘~M £ .u . T
a‘ T vl (A“‘ k/ J'<C Yy R “oy "% / ¢ - (3.7)
We schrijven (3.7) in de vorm

('hu/) Ya )

- Hiwlw

’

o
waar ff(@ﬂ staat voor de successieve blok overrelaxatie iteratie matrix.
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Stelling 2. Stel dat de Stieltjes matrix A van (3.5) voldoet aan
"property A" en consistent geordend is. Dan wordt de opti-

male waarde van W , Wy , die @ (H(w)) minimaliseert als
functie van de reéle variabele W, gegeven door

2
(-8

(«)6:
en

p(/—/(%_)): APERE

We kunnen de roosterpunten bloksgewi]s weer zodanig ordenen dat 8 de
vorm heeft

O - O 61,,6“ ) 3/,5

B. | 9 O B8 | (3.8)
8/""/; 8/“./)# O - Q
85,1 - 65:‘ O Tt o

Hiermee gaat (3.7) over in

() o ( () ]
LC/~ =aJ. f'w<2—/ 3,/;/6r£ bk rAf/’{'-“\/ )] /-L-,/SA,

(watt]

/o /4‘“*{) - (w) L
Chy s ﬁ'/‘ ”’”(Z 8/6st/< Up '+ Apejipos /(fr,"“l,f/- )/ 15/ 53-p

Definiéren we, analoog aan (3.6)

gh. 1. € AC/ (3.6)

x X /z
dan gaat met (U < ¢’ 4‘- £ k , waar A en //f gegeven zijn door
(3.5), vgl. {(3.1) over in

BYf k™ , (3.10)

* . . - ¥
waar B een symmetrische, convergente matrix is, met {/(8>— é,(@ .)
Toepassing van de cyclische Chebyshev semi-iteratieve methode op (3.10],

* .
waar @ geordend is volgens (3.8), geeft

¥ (Am+e) NI p . #(2w) ¥ (1
2 -7 o (Z By /(* - W " 18] <8 py
he, hey tap\ k= PR A pry )
/ (3.11)

¥ (2omr2) (240) A (244.4/) & (2n) .
« = (/L’( rw (Z @ (/(, {-k#_ 174 ’)) /—Ljfp

/ J A b1 /o bk prk J J ’
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x(0) ,
waar de vector componenten (lj' , /5/ £ b zijn gegeven. De WS worden
bepaald volgens (2.16)''. Op analoge wijze kunnen we uiteraard de succes-

sieve overrelaxatie methoden toepassen op (3.10). Het zal duidelijk zijn

dat we in de praktijk de successieve overrelaxatiemethode en de cyclische
Chebyshev methode toepassen volgens (3.7) (waar de matrix A al dar niet

geordend is volgens (3.8)) en niet volgens (3.9) of (3.11). Voor verdere

discussie betreffende (3.9) en (3.11), zie Golub and Varga (1961).

Toepassingen.

We kunnen nu het voorgaande toepassen in concrete situaties door de roos-
terpunten van é&n of meerdere opeenvolgende roosterlijnen als een blok te

beschouwen. We bespreken hier twee-1ijn methoden, andere methoden spreken
voor zich.

Twee-1ijn methoden toegepast op vgl.(3.1).

We splitsen matrix A volgens

A:C,-O, , (3.12)

waar C& gedefinieerd is volgens (3.6)' en Zb volgens (3.12). Nurmeren
we roosterpunten bijvoorbeeld in de leesvolgorde (natuurlijke ordening)
dan is het duidelijk dat stelling 1 toegepast kan worden op de matrix
splitsingen (3.2) en (3.12), m.a.w. I& ('C’I”b/),< (;(C“/D) zodat

Roo (H(w6)) > Rop(Hilwg)).

We nerschrijven (3.7) in de handiger vorm

N (warr) (hatr) (m)
Ao a2 Al A M (3.13)
Lie ¢ Ty Yy oy < 7
V<L V> .
(C:/,---15)
IREZT) /) ~ (arr) () )
(/(L~ = at' f&)/%‘ — al. ) (3]3)!

en zullen in onderstaande enkele methoden aangeven om vgl.(3.13) te in-
verteren. We maken daarbij onderscheid tussen de gevallen G(Xnﬁ)s constant

en ((X,y).¢ constant, waarbij we de constante voor de eenvoudigheid gelijk
nemen aan nul.

Q?{hy\;u, roosterlijnen van gelijke lengte.

We passen (3.13) en (3.13)' toe op het ( -de blok van twee roosterlijnen,
waarvan de punten geordend zijn in de leesvolgorde, zoals onder aangegeven.

L4 ® ® » . [] [ ] > .

[ ¢-1) =ste blok
[ L ] L] [ ] L] 14 . [
1J - [ ] [ ] " * * L ] .
/ z H y ; 4 ? s ¢ -de blok van 2
) . , . roosterlijnen
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(¢# 1) -ste blok

Daar A afkomstig is van een S5-punts differentieformule is het duidelijk

dat in (3.13) slechts (™"’ en u{f) voorkomen. De (16x16)-matrix .
heeft de volgende vorm ¢/ et )

. L/-/
/0 -1 ) /1.0
A~ .= ) D= \\‘ N
e -Ir D

\_
Cc
i

Defiridren we (Parter, 1959)

Z

p- If - I‘I/\

i
~
T~

dan geldt

9

. /'D+I o
P AP - Lo e ) L

waar L. een eenvoudig te inverteren tridiagonale matrix is. Vermenig-
vuldigen we vgl. (3.13) en (3.13)' links met P~/ en definidren we

a(': pX‘ B /’[‘:/,-“/‘)1

dan gaat (3.13), (3.13)' over in

; - (urt) o) -/
/o~ (] / D / Py
[ ){(. - - )D ALV, (- )ic’-/ - /D /41/ L'H/DX(.H r P
‘uat o) () «.ﬂhfd () (3.13)"
e (R

Indien de roosterlijnen geen gelijke lengte hebben, kan men (3.13)'' in
een gewijzigde vorm blijven toepassen, door de extra punten geschikt

te behandelen. Door de blokken om en om te nummeren, zal de matrix14 een
vorm, analoog aan (3.8) aannemen, cnigszins verstoord door de aanwezig-
heid van extra punten. Is het aantal roosterlijnen niet even, dan kan men
uiteraard é&n en twee-1lijn methoden combineren.
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2. CY(X,y) en lengte roosterlijnen willekeurig.

Nummeren we de roosterpunten van 2 willekeurige roosterlijnen als volgt
en noemen we de vector, op de aldus geordende roosterpunten XC

; 5 } % ; i % r { -de blok van 2
. » - . . » ° . I‘OOsterlijnen
/ P y ¢ N " 4

dan kunnen we vgl. (3.13)

Ao
A[, ¢ L‘t‘ = 7[ 5
N

waarin ét[ in de leesvolgorde genummerd is, inverteren door X. te bere-
. (4
kenen uit

-~

* A *
N /4[)(' XL' :f‘\ R

waar /4(x een symmetrische, S-diagonale (16x16)-matrix is, waarmee ook
«, bekend is. Aan het eind van dit hoofdstuk geven we een methode om
symmetrische, ({{+/ )-diagonale matrices te inverteren. We geven nu een
toepassing van twee-lijn methoden op de cyclisch gereduceerde vgl.(2.25).

b. Twee-1lijn methoden toegepast op vgl.(2.25).

Het is Hageman's (1962) idee geweest om 1lijn methoden toe te passen op de
cyclisch gereduceerde vergelijkingen. We zagen in hoofdstuk 2 dat we de
roosterpunten konden ordenen volgens de witte en zwarte velden van een
schaakbord (vgl (2.23)), en vervolgens door cyclische reductie de 'helft van
de variabelen konden elimineren. Geven we de roosterpunten aan door (C) en

(%), zoals in figuur 3 dan geldt vgl.(2.25) bijvoorbeeld op de (%) roos-
terpunten.

* e} * o

@ %
C
¥
(o]

X
G
-
o
x
o
x
0

figuur 3



n

- 18 -

We schrijven (2.25) als

A, U, = £, (3.14)

We kunnen, analoog aan het onder a.vermelde, twee-lijn methoden toepassen
op (3.14). Het zal duidelijk zijn dat /{* overeenkomt met een 9-punts
differentiebenadering voor de (¥ ) roosterpunten (zie figuur 3).

Hebben we na m iteraties a;&voldoende nauwkeurig bepaald, dan volgt (Lo
uit de eerste vgl.van (2.23). In Hageman and Varga (1964) vindt men
asymptotische convergentiesnelheden voor verschillende lijnmethoden als
functie van de roosterafstand , voor kleine waarden van A , afgeleid
door Parter (1961). Bovendien heeft Parter (1965) in dit verband aarge-
toond dat het zeer voordelig is 1lijnmethoden langs de diagonalen toe te
passen. We zullen ons tot deze laatste methode bepalen en toepassingen
(1,2& onder a. hier in het kort bespreken. Voor het gemak veronderstellen
we

(x,y):'—.'o.

. roosterlijnen langs diagonalen hebben gelijke lengte.

Geldt voor overeenkomstige punten op twee opeenvolgende roosterlijnen het-

zelfde schema d.w.z. worden deze punten omgeven door een zelfde configu-
ratie van (O) punten, zodat

A

x4 ¢ EL £

waar é:, en é}‘ tridiagonale, symmetrische matrices zijn, dan wordt door de
transformatie

/€-E O

/DQ/A*.,/O: / . L (3.15)
¢ \ O €, +€

/ 2

de matrix /4&( [ eereduceerd tot een eenvoudig te lnverteren tridiagonale
matrix. Zijn de roosterlijnen niet even lang (zie figuur 3), dan zal men
meer punten dan de "extra" punten moeten uitzonderen om (3.15) te kunnen
tocpassen. In dit algemene geval kan men zeggen dat we (3.15) kunnen toe-
passen op (%) roosterpunten behorende tot twee lijnen,indien overeenkomstige
punten op deze lijnen docr 4 (O) punten worden omgeven. De overige punten
zal men als extra ;unten moeten behandelen.

roosterlijnen langs diagonalen hebben geen gelijke lengte, wat in het
algemeen het geval zal zijn (zie figuur 3).

Nummeren we de roosterpunten zoals in figuur 3 aangegeven, dan neemt de
matrix A,ty( op deze roosterpunten de vorm aan van een symmetrische, T-
diagonale matrix, die geinverteerd kan worden zoals onder aangegeven.
Door de twee-1ijn blokken om en om te nummeren, wordt /‘*geordend volgens
7, -ordening. Daar L een tridiagonale matrix is, blijkt het, in een
regelmatig rooster zoals figuur 3, ook indien de roosterlijnen niet even
lang zijn, voordelig om (3.15) in gewijzigde vorm toe te passen.



- 19 -

Tot slot geven we een methode om een (fxé) symmetrische (2¢#¢ )-diagonale
matrix te inverteren. Stel dat we de oplossing AL willen bepalen uit

Au,:j/, (3.16)

waar
//a,), o At o
2 ‘\ :
A . : . Ytk
a'/)fH - )
O - d’k.é)é a'k)k
Schrijven we
AL BC
waar
/ -1 &, - ¢
s/ Vi L hr Iy (:
by b, O o
B: : AN , C: . L:f-(’,k
b/)('fl \‘\ . \\
(>‘\ éké . $A£. C> _
dan geldt
: ;
S b:. .
JiJ YN} My VWY jtmv PR S A
Ao
o 1o ta ZT 6 i : p
Sy \/*444/‘/7'( \/"ut// ) ‘/"/) > K-¢,
6 A .
oyt = - dllm AR W
¢ . 0
JrJFe T - A‘/J*‘ /é\/;\/ 5 (6/,..4“’/_ 0 als m Z\/ /’

en vgl.(3.16) wordt opgelost volgens

Bw:j,

gb(: t/(L.
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. Blok-iteratieve methoden (2).

We splitsen de matrix (3.1) volgens

A.H+:Vr 2 ,

waar de (uym ) Stieltjes matrices /‘/ \/2 en Z overeenkomen met de centrale
differentie approximaties Van-oax,_ , =2 en C’(X,)() (zie (1.2)).

We kunnen vgl.(3.1) schrijven als ov?

(;L/f‘i’ Z?"(A)I)u = [(A)I- V- ZIZ—)U“+L)
N (b.1)

(\/fi’ZfLw_r)a (wI-H-3FL)wthk.
Als
Hz= Htsi L, V,f\/*‘{zz

dan is de Peaceman-Rachford (1955) "alternating-direction implicit (ADI)"
iteratieve methode gedefinieerd door

- oy o
(A/ f wn*)a o ) //wﬂ / )(/L/ )1"/\',

~

. (4.2)
Y () - (wely)
(U # Qe )™ 2 (0, T-H, )

+/( A 2D,

waar U 2 een begin approximatie is en de W )J parameters, die de conver-
gentie moeten versnellen. We zien dat (L.2) overeenkomst met een lijn
methode, die afwisselend in de x- en y- richting wordt toegepast.
Combinatie van de twee vergelijkingen (L4.2) geeft

a///luflj - (/L(W) / >
- umH £ a,w, ) m29
waar ,
o = (Ul ) (wz #, ) (Hppo T T 18- 1)
W =

(v, fwz)\’{\/w-"- ‘6)(//, fw[\)‘/,LI / K

De matrix 7(;) wordt Ade Peaceman-Rachford matrix genoemd. Commuteren de
matrices A, ¥ en & (dit zal in het algemeen niet het geval zijn) dan
bezitten #, V en 2 een complete verzameling 51multane eigenvectoren met
eigeawaarden N, 4,0 ((s4...,n ) . Indien E™L wu™ w , waar U vol-

doet aan (L4.1) dan galdt
( ﬁ ) ‘ (c)
\/,‘/

J

W * y
v

of

?

P T T
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Nu geldt

17 7
T [ = /ﬂ7 T |=
J=/ J // p J=! wv’
T (k-3
Amax A NMw -y
1808m /Q S ['/ A‘,) </ 4 (k.3)
s "(')(“f,""/«&‘)

met , , ,

e beri Tyl s el o<a<x w' 6,
zodat

//7720 //< //buas(‘ //7 /w ,_x)//

Het probleem is nu de S 70 te klezen dat

ar

d:v?‘fé Jtl "'qf()/

minimaal is (zie Varga, 1962, p. 226 e.v, de Boor and Rice (1963)). We
beschouwen de Peaceman-Rachford methode in een iets gewijzigde vorm (Wachs-

press and Habetler, 1960). We schrijven (L.1) als

(/-/ffful)(,n [0I-V)w rk
(Vi T twl)u- (wI-H)u K-,

waarmee (4.2) overgaat in

/z«;/:) (Hf'zf'w I) {/ m.ﬂz-v)u(h/ /‘/
/4»“" (Lrer¢I)/(ﬂu#/I H MW/z*k/ 0 e

zodat de te inverteren matrices meer diagonaal dominant zijn dan in (4.2).
Analoog aan (L.3) vinden we, daar (7( >0 /L'; /,_.-,“J)

/

LT (S W, /
N7 faglr] ,r,,}:/?:?: //_7 (o) eu) ],

Jre /
(Witd + )/uj. rurG )

- /7{:1;;&“ | <1,

/S su Je o (w £, [u, {»;1,(,) /

en met
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VIS < fawes 17 (5] o,

k
Voor het geval .2 A‘)o , heeft Wachspress (1962) formules afgeleid

voor de W:§ , als functle van & en 6 , die de spectrale normen van (L.L)
minimaliséren. Defini€rsn we

[do)‘c 7 [G,Z];

[a., 4,7 Nah, gL_é]
(e, b - /\/“‘% 6, aédﬁg,(_,/,

2

[

"

£

dan worden de 4 parameters gevonden uit

e p — _
L"/L = W (i \//w" - (aL)L
fen SN f22)?
b, \ e Z /4 _a‘__) 3

met #) e

/dk 6/C - d}e*{

Een schatting voor de bovengrer: van de eigenwaarden, A , kan eenvoudig
gemaskt worden door Gerschgorin's theorema (Varga, 1962, p. 17) toe te
passen. In het geval van een Poisson vgi.vinden we de ondergrens Q , door
de kleinste eigenwaarde te nemen van de grootste, irreducibele submatrix
van f/ of V die correspondeert met de koppeling van roosterpunten op de
langste horizontale of vertical: roosterlijn. Voor het algemene geval, zie
Varga (1962, p. 289). We schrijven iteratieproces (4.2)' in een voor wer-

kelijk gebrulk handiger vorm (Wachspress and Habetler (1960)). Eliminatie
van (((™*h)geert

é~ /Vr Z 7"601“” -)b((k«f/)

- ()4 )n
(/,1‘/—00%”.[)/%‘/'/‘21‘(&)%”‘7.) [k' (V' ww.//‘zr)u(wi/J m2o0, 2

Met

H- A"ﬂ.«wI = /7/*2'-7”") L - /Z szWf/I,)

Akl
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aat (4..2)'' over in
g

| ) (har) ]
t-/vfgfww,z)a zm‘: [I- (2 fsz,I)zﬂfffwnw I)7
(h.2)|v|

./qk- /\/fjf(ohf)a/h){- /Zf/&um/f C«JM)I.)L&[M‘, mz /.

~.

Voor /=0 is de tweede factor uit het rechterlid van (L.2)''' gelijk aan
[k- ( Ve 60,-1) 01,(0)] uit (k.2)'' . Defini®ren we

s d (VeT pa1 )i ™

s

W™ p(w) . (z . /wwﬂ o, )I) u(‘h«)}

dan kan (4.2)''' geschreven worden als
wl d fvw, )" ()
U/‘hnrlé) [[- (Z 42 MWHI)[H ro 4+ (AJWHI)—/\/U}(M:) (b)
( 4 / - (
0 wﬁg [l/f 5 1“&)4“4,1.) I/k— (}/Wf)) , o)

‘) (wet) (h"”)
w/""": v ‘L"L /Z*'/wmufwmw)’z)a y M0, (a)

(o) () @,
Indien w berekend is en daarmee v en U s, passen we vervolgens
de cyclus ( d, b, c) zolang toe totdat a(‘"*') aan een vereiste nauwkeurig-
heid voldoet.
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. Expurimenten.

We zullen nu de in de vorige hoofdstukken beschreven methoden toepassen

om vgl.(1.1) in de gediscretiseerde vorm (1.2) op te lossen op een acht-
hoexig rooster, zoals hier onder geschetst, waar het aantal roosterpunten
per rij is weergegeven. Het aantal inwendige roosterpunten bedraagt 162k.

20 =TT =--

22

Yy

24

Y2

2o - __ __ _

We voronderstellen dat /E4 0, zodat vgl, (1.1) de nulop10551ng heeft.
We starten met L(c Czlyeeoy thly , waar U ‘ de i-de compo-
nent 1is van 0 en bepalen het aantal iteraties, zodat

//(,L/m',//(>° = Aok /a /< whi e bennins

In het nu volgende maken we, om voor de hand liggende redenen, onderscheid
tussen de Poisson en Helmholtz vergelijking ( C[X,y>;0en Cux, q)#o)

. Poissonvergelijking.

De resultaten van de verschillende methoden zijn in de volgende tabel weer-

gegeven, waar we voor verschillende waarden van£ , het aantal iteraties
hebten vermeld.
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ot N . -3 4 o\
. we N e w
pun (? w‘:/.g;
punt SOR/Sheldon 23/a 36/y2 ¥y ?é/;(g Gy 416}
punt cycl. Cheb. 13/1( 3?/4/0 ACY 72 672/90 G- 0-99%y
2-iijn SOR Y20 294 332 Yz 98 by L€
2-1ijn SOR ¢, -ord. 2/14 Uy 28/3; i3 Gy whs RS
2-1ijn cycl. Cheb. By Ao 28 37 v Py= 049
Gisg (oyei) gered. vgr) 8 /9 Ufhg  Hhy wizlby
ADI L par. JA 7 b n W
8 par. 6 Lo 7 Yy 173

2
»* 38 betekent: L3 iteraties met W/ en 38 iteraties met een, in het algemeen,
43 .

7

grotere parameter.

Voor bovengenoemde waarden van W4 en Qb werd het minimale aantal iteraties
gevonden. Voor de eenvoudigheid beperken we ons, bij de volgende opmerkingen
tot de punt methoden. Theoretisch kan men de waarde van 4 en Wy op de

volgende wijze berekenen. Iteratie van (1.2) volgens Gauss-Seidel methode
geeft

o (masr) (tued) () ()
4, =3 ( o Yo T et e ) o
‘ (W t0) o
Onder het residu in punt ( L,\/') verstaan we Cﬁt;/‘ - L{(.,J.

Definiéren we Oy als het maximum van de absolute waarden van de residuen
na m iteraties dan geldt (zie ook Young (1955))

Y

T —_—> (01[8> ’

waar 8 de bij (5.1) behorende Jacobi matrix is, zodat

bog- | * o8
( 1+ (-E@) )

Voor M- (20 vonden we (4)6= 18618 , wat in gosde overeenstemming is met
bovenstaande waarde. Bovendien geldt dat verschillende consistente orde-
ningen geen invloed hebben op de relaxatie parameter Wy (in feite op (0(3)),
indien de Jacobi matrix irreducibel en symmetrisch is en niet-negatieve

matrix elementen heéft, hetgeen bevestigd wordt door de eerste twee resul-
taten uit de tabel.
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delmholtz vergelijking.

J¢ ronvergentie snelheid van de iteratieve methoden hangt in dit geval af
var. de term ZC[/- in vgl.{(1.2). In ons geval geldt

J Z
Aa335 w , € .xCom |
) o/

waar $“Q/' het quotiént is van de coriolis parameter en de omrekeningsfactor
voor afstanden van aarde naar (X,y)—vlak voor stereografische projectie,
en ¢ een Cressman correctie factor is. We geven in onderstaande het aantal
iteraties voor een tweetal waarden van C.
Voor zeer kleine waarden van AIC¢J' , zal het voordelig zijn gebruik te
maken van bovenstaande blok-iteratieve methoden, voor redelijk grote waarden
daarentegen kan men, vanwege de grote convergentie snelheid volstaan met
onderstaande punt-iteratieve methoden ( A*¢. . neel klein betekent'4184/<19/).

(,/
.- . R -y -
¢ B B N E:uw
punt SOR /o/ll)f /;//8)9 25., 2 33,/5‘ (/0, /9 A{'ﬁ: /:6'0, 13y

punt SOR/Sheldon 7g, ¥  “/usp 15,8 .0 6, .4 s Lbo, L3t

punt cycl. Cheb. A 1 § (38 25,00 26,12 = ¢. 9682, 0-8572

Het eerste getal geeft het aantal iteraties voor € = /4§ td”z , het tweede
voor (= 4§ (" . We besluiten met enkele opmerkingen over de rekentijden
van de blok-iteratieve methoden in vergelijking met die der punt methoden,
per iteratie. Price and Varga (1962) geven een vermenigvuldigingsfactor van
/.26 voor de iteratietijd van de 2-1ijn SOR methoden ten opzichte van de
punt SOR methode, en een factor Z.oy voor de ADI methode. Deze getallen
lijken onwaarschijnlijx klein. Voor de ADI methode vinden Young and Ehrlich
(1960) een factor 3 (zie ook Dorr (1970), p. 259 en 260). Zelf vonden we
voor de 2-1ijn SOR methode een factor /.66 , waar we hebben gekozen voor
de methode van Parter (1959), zie hoofdstuk 3, in verband met het feit dat
we bij de toepassing van 2-1ijn methoden op de cyclisch gereduceerde vgl.
nu wederom een tridiagonale matrix moeten inverteren, zodat de rekentijden
per iteratie van de 2-1ijn SOR methode toegepast op de cyclisch gereduceerde
vgl, (helft van het aantal roosterpunten) en de punt SOR methode elkaar niet
veel zullen ontlopen. Vcor rekentijden van 2- en 3-1lijn SOR methoden, toege-
past op de cyclisch gereduceerde vgl, (niet langs diagonalen) en 2-lijn
mettoden toegepast op de oorspronkelijke vgl., waar matrix inversie plaats
vincét volgens de algemere methode van hoofdstuk 3, wordt men verwezen naar
Hageman and Varga (1964). Resumerend kan men zeggen dat de 2-1lijn SOR
methode (@ -ord.) globaal een factor 2 sneller is dan de punt SOR methode,
de ADI methode een factor 3 en de 2-lijn SOR methode (7 -ord.) toegepast
op de cyclisch gereduceerde vgl. een factor L4 (gebaseerd op een reductie
factor kf3 ). Deze getallen hangen (speciaal voor de ADI methode) ook sterk
af van het aantal roosterpunten (zie Price and Varga (1962)).
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5. Besluit.

In de voorgaande hoofdstukken hebben we een overzicht gegeven van standaard
iteratieve methoden om grote stelsels lineaire vergelijkingen op te lossen.
We hebben enige experimenten besproken, waarbij we deze methoden toepasten
bij het numeriek oplossen van een Poisson en Helmholtz vergelijking op een
achthoek. Het bleek dat bij het oplossen van de Poisson vgl.blok-iteratieve
methoden een convergentie snelheid hadden, die verre superieur was aan die
van de punt methoden. In verband hiermee verdient het aanbeveling de reken-
programma's voor de blok-iteratieve methoden te optimaliseren, zodat een
minimale rekentijd per iteratie verkregen wordt en men zoveel mogelijk munt
kan slaan uit de grotere convergentie snelheid van deze methoden. In de
loop der Jjaren ziJjn nog wel andere technieken ontwikkeld om de convergentie
te versnellen, zoals het toepassen van multi-rooster methoden (Nicolaides
(1975), Hyman (1977)) en het combineren van directe en iteratieve methoden
(Dietrich, McDonald and Warn-Varnas (1975)). De indruk bestaat echter dat
voor ons probleem, wat betreft convergentie snelheid en eenvoud, geen
significante verbetering verkregen is ten opzichte van de 2-1ijn diagonaal
methode, toegepast op de cyclisch gereduceerde vergelijkingen.
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