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Summary .

In this report we give a survey of direct methods for solving Poisson's
equation on a rectangle, such as block methods, cyclic reduction methods,
matrix decomposition methods and Fourier series methods.

An extension of these methods to more general domains has been given by
Buzbee, Dorr, George and Golub (1971).
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1. Inleiding.

In dit rapport behandelen we directe methoden voor het oplossen van stelsels
lineaire vergelijkingen van de vorm

¢£° LL:Aé R (1.1)

afkomstig van een S-punts differentieapproximatie van de Poisson vergelijking

A U(xv)- Flxy), (1.2)
U - Q'(R) op de rand R (R = rechthoek). (1.3)

Hoewel het in principe altle mogelijk is een matrix vergelijking van de
vorm (1.1) te inverteren, zijn er pas vrij recent snelle methoden voor dit
doel ontwikkeld. Deze directe methoden blijken zeer snel ten opzichte van
iteratieve methoden, indien men over een slechte beginschatting van de op-
lossing van (1. 1) beschikt, zodat we een groct aantal iteraties moeten toe-
passen om de beginfout te reduceren tot een vereiste nauwkeurigheid bereikt
is, of indien we grote nauwkeurigheden eisen. Is dit niet het geval, dan
zal het effect van de toepassing van directe methoden uiteraard geringer
zijn. We geven hier een overzicht van de belangrijkste directe methoden.
Sommige van de besproken methoden kunnen gegeneraliseerd worden voor alge-
menere gebieden dan een rechthoek. Zo niet, dan kunnen we in deze gevallen
de methode van Buzbee, Dorr, George and Golub (1971) toepassen waarle

we de oplossing van (1 2) uitbreiden tot een rechthoekig gebied, dat het
oorspronkelijke gebied omvat.

We kunnen de belangrijkste directe methoden verdelen in

Blok methoden,

Cyclische reductie methoden,

Tensorproduct of matrix decompositie methoden,
Fourier reeks methoden,

en we zullen ze in deze volgcrde bespreken. Enkele andere methoden zullen
onbesproken blijven. Voor informatie hierover en voor verdere referenties
verwijzen we naar Dorr (1970) en Leslie and McAvaney (1973). We discreti-
seren vgl.(1.2) op een rechthoekig rooster, roosterafstand h,bestaande uit

/V rijen, met M roosterpunten per rij (/V f7 inwendige roosterpunten)
Hiermee gaat vgl.(1.2) over in

b4 .
U +U, ru. F U ou. s AL (e M
-1,/ ke, XN i ‘{Q‘”. /;'/ » bl M

S by N,

waar a",j . a(x(.'.,:,, ), /ﬁ:/' s ;:[xi’)(f)'

Bovendi u. « en u egeven volgens (1.3) in
vendien zijn U ., Cver” Yo pat, geg g (1.3)
de gediscretiseerde randpunten

We nummeren de roosterpunten in de leesvolgorde en definieren



«, . «,
| w- | . s V. (1.4)
a/ ' ) ! 4 J
u”u' L(.N

Zi) verder

k"r./' - & '4//' B {JL/ C;[XVX") * A;h g {XNH’ \6) i
3, G (xoye )+ 'Sw G (xe, Ywer ))’

waar ka de Kronecker delta is, dan definiéren we de vector [ analoog aan
(1.4). Is L tenslotte een blok tridiagonale matrix

b/ C/
[ = \\ ;- (1.5)
O N

waar O, d; en (} (MxM)-matrices zijn, dan heeft de matrix Zo uit (1.1)
de vorm (1.5) met

sy /
I .-y 1
N NN oS . L - .(1.6)
0‘ - )- S s CalyuN (: 5;’.- L, th Nt

Mxtt

waar I ade My ) eenheidsmatrix is.



2. Blokmethoden.

We beschouwen de matrix vergelijking

Luh

waar L gegeven is door (1.5). Zijn de vectoren U en k geordend volgens

(1.4) dan vinden we met behulp van blok Gauss eliminatie (Varga, 1962,
p. 196)

- -/
W= 07 , We-(0-8w. Ve gy s

-0,k , 6. {b(_ 3, W(_,y{é“ 8, b;-_,),t'd,-.-,/\/; (2.1)

Lé._- (/a\— \ . l::/--- N-/.
N N b 3 ¢ L{/‘ QL*/ J bl >

In het speciale geval dat b‘-, £;, 8, de vorm-(1.6) hebben, kan de proce-

dure (2.1) aanzienlijk worden vereenvoudigd {zie bijvoorbeeld Karlqvist,
1952). We schrijven in dit geval '

I

. § I =
D I / S s/ o

- T 2 A
I\b\l\ O - ‘.3'-/ N O \\\ \\\
O ‘\\'~ I * N \\‘ s‘N-I

I O I & O I
SN-I )

waar J:‘ polynomen zijn in de matrix ,D en bepalen (* uit

S 4 £,
7 % . '
\:r/ \\ O " 1
W i |
\\ \\\ : = : (2.2)
R A 4
SA. N N

en vervolgens {{ met behulp van



VA u, 8,
\\ S N O ' !
\\ N ', ll
\ A '
\ | ]
A « S’,qu ' = : (2.3)
\ O TTR:/ ' )
d CLN U-/v

Men kan verifiéren (Karlgvist, 1952) dat geldt
™I, (0D, § (0)- AJJL, (o)-izlb), /22,

of

;
J} (D)= /] (2)-/(#[/)1) s M) A s IT i (o)
Q=1

J#!

We definieren

H.- {
J v \5‘-/ ?
zodat,
~/
H‘/- (L/‘/‘., ~~~~~ Hj—"f/ < \5\ \{:/';f )

waarnee (2.2), analoog aan de tweede regel van (2.1), geschreven kan worden
als

b by e Bk, ) e

of .
-/ ( ’,fb'
d[ = S (O) Z {'/D \,(. (b) é/. . (2-5)'
2 (=1 l-‘/ )
Hiermee gaat (2.3), analoog aan de derde regel vean (2.1), over in

A
. )/ FeN
LbIU: CNz \§N (0),%;(—1) J;/[O):ﬁ, Y} a(‘:-/L{‘ “('#I 4-02. (2.6)

of met (2.5)"'

.= ‘C'\(D)(rz:, /—I)Hif:_,{b)kl— - \‘5; (b) w. >, CelN-ty.es 1.
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De matrix inversie y B Jq- % kan uitgevoerd worden door gebruik te maken
van (2.4) /
R
L (a- vy
7 r/)l) z,

t=1

. . . =/ . .
zodat ledere operatie ( d- X//J).[Q het inverteren van een diagonaal
dominante tridiagonale matrix inhoudt (zie hiervoor Varga, 1962, p. 195).

Schlechter (1960, p. 287) heeft in plaats van (2.5) en (2.6), een gesimpli-~

fiseerde methode voorgesteld, die hij een f7 -proces noemt. We schrijven
daartoe
-y
AI O I I - O
oI H, T YN
R . @) N
A \\ \\ \\ N\ N\ N
\‘ \\\\ _ \\\ \\ \\
\\ \“_ - N ~ Ay )

T S \
1) C) H T O g

N~y = ﬁb

waar /6- gedefinieerd is zoals boven. Er geldt

-1

fé-f H = J> .

JH

Passen we een proces toe analoog aan (2.2) en (2.3) dan krijgen we in plaats
van (2.5)

ok, LD S () (kou ).

Definiéren we

¢ -/ ’
dan geldt X
% % .
U‘,’:é, > (}L‘ = \/;—/ i(... (/a(\‘, ) ¢z A--e, N >
zodat (2.6) in dit geval wordt (2.7)
. .
w, = Iy = k - = 0, -« - u:N—L,-«)/-
5/\’ v % U - 4 '{W me at‘u. s ¢

Methode (2.7) kan gegeneraliseerd worden voor matrices van een algemenere
bloktridiagonale vorm. Er zij wel opgemerkt dat procedure (2.7) bijzonder

instabiel is met betrekking tot afrondingsfouten (voor verdere discussie
zie Dorr (1970)).



3. Cyclische reductie methoden.

We beschouwen vgl.(1.1)

Lo u- k.

Door een geschikte ordening van de roosterpunten heeft Zo de vorm

[ r F
0o = T o7 ) (3.1)

waer de eenheidsmatrices vierkant zijn. De matrix Zo heet 2-cyclisch
(Verga, 1962, p. 99). Ordenen we U en k overeenkomstig (3.1) dan vinden we

w, + Fuzz ,f( 5
FTLL, .U, - /‘z i (3.2)
of
=7 7 (3.3)
(I._f'/:)uzziz.-f-é/.

Hiermee hebben we het aantal vergelijkingen gereduceerd. We noemen (3.3)
de cyclische reductie van matrix vergelijking (3.2). (Zie Hageman and
Varga (1964) voor de toepassing van iteratieve methoden op (3.3)).

We kunnen bovenstaande reductie methode toepassen op matrices van de vorm

(1.5) indien geldt = A ) Bc‘: C. - T nmet
¢

7; A (MXH) -matrices,
TA: AT,
N = Zq -1 voor elke integer ¢ 2/

We ordenen U en k veer volgens (1.L4) en schrijven

AT u'/ éI
T AT O ' '
\\\‘\\ ‘: ;
\\\\\\\\ .: - ': ; (3.4)
AT ¢
7 A Wy, N
of
Au,+7‘uz= f, y (3.5)

TuJ‘,rAqu» TL{J‘ = k‘/- /':2,-..,/\/-/ N (3.5)"



We herschrijven (3.5)' als

TL{,‘ fAU:/'_I

= k‘
) # Tu:/. W

v
Fas, rAu 2T = éé/‘ ,
Tu.+tAu, +Tu =

/ (f/"/ g bf/‘*z S

.

Vermenigvuldigen we de eerste en derde vergelijking met T , de tweede
vgl.met - A en tellen we op dan krijgen we

2 z .
T“f—z *(ZT‘A )%- T uj-ﬁ = 7-'4‘/~_,-¢4f¢-,~7'/;, .

‘ k]

Dus als / even is, bevat het nieuwe systeem U, s met even indices.

Dit proces, waarbij we de vergelijkingen op bovenstaande manier reduceren,
staat bekend als cyclische (oneven - even) reductie. We kunnen vgl.(3.k4)
equivalent schrijven als (m: N*H = even)

.

(i) 7° 4 Th#Th- A,
Lot a7t 0 : ;
\\ \\ \\\ : ':
\\\ \\‘ \\. |: - E (3'6)
o0 2 \ - '
T : !
O L 2 '
- Ak
A (lT A ) ua'z Téh"/' Tx;‘.f )
en
A &, f” Tw, -
A S, @) E 3- h"z.' /uY
5 ~ : = : (3.6)"
A Ut £ - Tu



¢

Daar M= 4  en het nieuwe systeem (3.6) alleen Lf/ ’S met even indices
bevat is de blokdimensie van het nieuwe systeem #.2.

Zijn de «.’S met even indices bekend, dan kunn -r—lrde w's
indices gemakkelijk uit (3.6)' worden opgelost. /
Systeem (3.6)' wordt aangeduid als de geélimineerde vergelijkingen. Daar
de matrix uit (3.6) wederom blok tridiagonaal is en van de vorm (3.4)
kurnen we het reductieproces voortzetten tot we &én blok hebben. Om het
proces recursief te kunnen beschrijven definiéren we

met oneven

{o) (0)

AL T T kL k

s K2 K g b et

A

zodat voor 2= 0,4, ... §-/ geldt

Al (T (A7)
7_/7.#/)= [7_/1)>2.)

' ("-)
L(u): T/Q)(f.( (7.) > A/’l)/(
J J-2 J*z

Bij iedere stap hebben we een nieuw systeem vergelijkingen

(»)
A(/L)T(t) ali kzk
T/Q)A('t) 7‘("J O : .:
NN : (v
\\ \\ \\\ “\,z, = le“ .
AN ) ! .
~ \‘ 7' .
O a0y Ll. ('L7
2'/- sl
T /4 ’) qr )1

De geelimineerde vgln zijn

y (r-1) U g



(2-1) (2-1)
kK, ~T A

(n-1) . /’l-l)
k - + U
(2/- ,)b?’ { J- 2t (y-1)2"

l
]

é/”-‘d T(’z /)

@r2-n \ 2-1 (2%4-*
(i ~t J2 )2
Na sttappen moeten we het systeem vergelijkingen

(4) /{,{2)
A "‘za= 22

oplossen, waarna we via de ge€limineerde vergellelngen de oplossing van
(3.4) kunnen vinden. Voor een voorbeeld, zie Rosmond and Faulkner (1976,
p. 643). Bovenstaande berekeningen worden sterk vereenvoudigd door gebruik
te maken van de volgende identiteiten (zie Buzbee, Golub and Nielson (1970,

p. 63k4))

—{) 2

[ - T ,
) zz
AT S /_7(A+X/¢)T)
J=1

{/‘/4)3 1 loS (2/:/)71‘

Buzbee, Golub and Nielson (1970) hebben bovenstaande methode gegeneraliseerd
voor meer algemene elliptische partiéle differentiaal vergelijkingen, met
verschillende typen randvoorwaarden en aangetoond dat de methode instabiel
is. Rosmond and Faulkner (1976) hebben voor vierkante gebieden (M:=A) als
resultaat gevonden dat de methode instabiel is voor A/> 3/ . In Buzbee,

Golub and Nielson (1970) wordt aangegeven hoe de methode te wijzigen om een

stabiele procedure te krijgen, wat resulteert in de cyclische reductie
methode van Buneman (1969).

Sweet (1974) beschrijft een procedure waarin N= Z[ ™s?- 1 , waar

£y, m en m willekeurige integers zijn. Zie ook Schumann and Sweet (1976)
voor een procedure die geen enkele beperking oplegt aan N
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Voor een verzameling rekenprogramma's op dit gebied, zie Swarztrauber and
Sweet (1975). Het zal duidelijk zijn dat de hier boven beschreven methode
aanzienlijk wordt vereenvoudigd door toepassing op de Poisson vergelijking

zodat A=, 7: I.
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4, Tensorproduct of matrix decompositie methoden.

We beschouwen weer de matrix vgl.
AT L(,/ / J
\

(4.1)

i}

A
T N fN

waar A en 7 wederom (MXM )-matrices zijn, waarvan we veronderstellen
dat ze symmetrisch zijn en commuteren d.w.z. AT[: TA.
In dit geval (Bellman (1960)) bestaat er een matrix { zodanig dat

QAaq-A, @Tg -2, Qa-1, (i.2)

waar /\ en L redle diagonaal matrices zijn. De matrix a heeft als kolom-
men de elgenvectoren van A en 7 en de diagonaalelementen van A en /2
zijn de eigenwaarden van A en 7 . We ordenen C{J- en als in hoofdstuk 1

%
/a,”. k’/
/ ! '{' ;
a‘/.ﬁ E 2 /' < .: ()4-3)
u k
.y g
Schrijven we (L.1) als
U+ Au o= K- :
TJ-f J‘+Ta/,i,_ /f/ ) J2 2y es Mot
Tu
A/"'L A(/(N = kN )
dan gaat dit, met (4.2), over in
/\Cb/-/-ﬂaz: Z/)
~LU NG T . - F.) J°:2,-.,N-l, (h.4)
o oA ’

N7 7 A
it /\LLN,tN ,
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” T - 7 .. ,
waar ;s @ U; en /?_ < Q f/' geordend zijn als in (L.3).

vgl. (4.4) kan, voor —— M worden geschreven als
P
At U =
¢ <y ¢ (e G ?
Lol tN A e @ ok ~ (k.5)
) "J.* ‘C(z’jﬂ-k(;/, J= 2, Nes,
bp . NG A
( A~ ¢ A/ = (:)N .
Schrijven we verder
Al
¢
W x‘. w O
I AN
(‘ = \\ \\\ A @ J
o N
w, M
¢ ¢ NX&

PN
o

(51 G

S
h\}

.
\CL()N/ E

dan is vgl.(L4.5) equivalent met

R Cztyees 9
(2 ¢

L

waar /_ een eenvoudig te inverteren tridiagonale, symmetrische matrix is.
Is a. (¢z4----s M) bekend, dan vinden we u/ uit &, = Qu,‘) Jebyows N
In het geval A:D, 7= I geldt voor Q: (Q‘ .
J

g\ . :\/...ZL f»ow (—JTC 2: I
“ Mt/ vy, Q g

v - 2(es 5730
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Het hierboven beschreven proces om vgl. (L.1) op te lossen staat bekend als
matrix decompositie (Buzbee, Golub and Nielson, 1970).

Nauw verwant hiermee is de tensorproduct methode (Lynch, Rice and Thomas,
1964). 2ij B (§; ) een (MXN)-matrix en A een (Mx[M)-matrix dan is )
het tensor product B8xA de btlokA -dimensionale matrix, waarvan het (L‘,‘/‘ ) -

de element gelijk is aan é| A . Dus als
l/‘/'
-2

-2/

/-2 1 O /\"\/\ 9,

~ N AN N A

8 = \\~\\\\\\\ J A s \\ \\‘ \\

o - o

/=% INxw /-2 Mg

en Lp, Iy de (NxW) respectievelijk (MYM)-eenheidsmatrices zijn, dan kan
vgl. (1.1) worden geschreven als

[(INXA)*(BXIM )]a:é. (1.6)

Z1J
-2 /
A R O
N N N
C’ \\\ \\\ \\‘
o

dan bestaat er een matrix le = /)L"I‘/‘) met

2o\ 2 fa. YT
"j J+/ J‘+/
)\‘/ =z(&>5 J” /> J-J-;
J‘H
zodat
SN
/\ O
ﬂc /Q = \\ = .
0] Ay 2

Noemen we de overeenkomstige matrices voor 8 en A /(’ 0 respectievelijk
,Q 1) , dan schrijven we analoog aan het voorgaande

CRR =D, , R I,
’02. A R;. = D;L ’ /?11: I/(,l
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Hiermee wordt de oplossing van (4.6) gegeven door

U - (/Q,xﬂl')\(’_/(ﬂ/x&)ta

waar

0 ) s (ax3) ],

[J
zodat de matrix J een diagonaal matrix is. Lynch, Rice and Thomas (196k)
hebben de methode gegeneraliseerd voor meer algemene differentiaal verge-
1ijkingen, maar hun methode is slechts toepasbaar in rechthoekige gebieden.
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5. Fourier reeks methoden.

We keren terug naar de matrix vergelijking uit de inleiding

Lou- k.

Schrijven we

1 O N RIS o
\\:\\\\\\T = \\\ + b \‘\\\\ \I )(5 2)
\\ 1 O = )
O ;) R O i -u
waar -2 /

dan kan de oplossing langs de J -de 1lijn geschreven worden als

7
—_ A
- > Q ‘ ’
. =\/ 2 g ‘/"M. e e y Ll b, M (5.3)
Y f7+/ Ay Mt/

waar

Low 2 e, M
Ity

. . - . . 2yt
een eilgenfunctie is van _Do (gediscretiseerd analogon va.nA ¢ ) met
eigenwaarde oxt

AN, =2 coszz_f_/>.

A Mt

Substitutie van (5.3) in (5.1) (waar Lo geschreven is volgens (5.2))
geeft voor A=/ ..., M een (AKN) differentievergelijking

N A A ”

o, . ? '
/l,J-/ 2 ajzl‘/- + U 7" >\/L U .= A;'/./‘ s \/: /y -, N

2,441 >
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waar A
A A —
koo NVE ) b gt
4 MH g, W fr

Hockney (1965) heeft aangetoond dat deze methode bijzonder effectief kan
zijn, door het aantal roosterlijnen te beperken tot A/:z,g of M= 5.23
Een reductie van het aantal vergelijkingen wordt verkregen door é&&nmaal
cyclische reductie toe te passen, volgens de methode van hoofdstuk 3.
Hockney's methode laat zich als volgt omschrijven

a. Pas oneven-even reductie toe om het probleem slechts op de even
lijnen te beschouwen.

b. Bepaal 2 - ©OP de even lijnen.
AT

c. Bepaal (, .
't,‘/

d. Bepaal a¢ . op de even lijnen.

e. Bepaal de oplossing op de oneven 1lijnen.

op de even lijnen.

Toepassing van de "fast Fourier transform" is bijzonder voordelig
(Hockney (1969)). Le Bail (1972) heeft Fourier methoden toegepast op meer
algemene lineaire tweede-orde partiele differentiaalvergelijkingen. Voor
verderetoepassing van Fourier methoden, zie ook Sk8llermo (1975).
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6. Besluit.

Dorr (1970) heeft voorgaande directe methoden, wat betreft het aantal
arithmetische operaties, vergeleken met de punt successieve overrelaxatie
methode (SOR) en de Peaceman-Rachford "alternating-direction implicit"
methode (ADI). Hierbij is het aantal operaties bij de iteratieve methoden
bepaald door het aantal iteraties, dat nodig is om de beginfout met een

factor ( A = roosterafstand) te reduceren. Enkele resultaten zijn
(vierkant rooster A=A7).

methode aantal operaties
Blok (veelterm) 6 N3

Blok (Schechter) % /\/.j
cyclische reductie (Buneman) g A/zlogb N.
Tensor product (Lynch et al) 8 A

Fourier reeks (Hockney) 5 Nlz 1ogz N
SOR % /Vslog2 N
ADI llNl(logiN)z'

Experimenten, die een variant van de tensor product methode en de cyclische
reductie methode van Buneman vergelijken met de Sheldon versnelling van

de SOR methode, voor verschillende reductiefacioren, vindt men in Lesley
and McAvaney (1973).

Vergelijkende experimenten tussen de Buneman methode en de SOR methode
vindt men ook in Rosmond and Faulkner (1976). Bovengenoemde experimenten
tonen duidelijk de superioriteit van de directe methoden (speciaal de
Buneman methode) vooral wanneer er grote fout-reductie factoren in het ge-
ding zijn. Hierbij moeten we wel de beperkingen voor ogen houden, die de
toepassing van deze methoden met zich mee brengt. Laten we deze beperkingen
vallen (b.v. wat betreft rechthoekige gebieden) dan worden de resultaten een
stuk ongunstiger, zie Buzbee, Dorr, George and Golub (1971, p. 734 en 735),
hoewel de hierin beschreven methode efficiénter toegepast kan worden
(Buzbee and Dorr (197k4)), zie ook Temperton (1977), speciaal voor het op-
lossen van een Poisson vergelijking op een regelmatige achthoek.

Een discussie over het gebruik van een combinatie van directe en iteratieve

methoden bij het oplossen van algemenere elliptische vergelijkingen vindt
men in Concus and Golub (1973).
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