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Summarx

In this report a new method is developed to compute the Fourier integrals
(Fourier transforms) of a seismic signal,

The seismic signal is approximated by a polynomial, so that the Fourier
integrals can be computed analytically,

In section 3 a method is described to find a polynomial approximation of

the seismic signal. This polynomial approximation is substituted in the
Fourier integrals, see section 4, so that we can caléulate these integrals,
In section 5 some methods are discussed to compute the coefficients of the
polynomial approximation., In section 7 a program-description of the new
method is presented and in section 11 the ALGOL-programme of the same method

In section 8 some applications are discussed, For the results we refer to
the graphs, see section 10,



l. Inleiding
Voor verschillende problemen, zoals het berekenen van de energie-inhoud van
P- en S-golven, is het noodzakelijk een seismisch signaal in een Fourier-
reeks te ontwikkelen.,
Dit is een bewerking die veel numerieke integratie vereist, en daardoor veel
tijd kost. In dit rapport wordt een tijdbesparende methode ontwikkeld, die
berust op de benadering van het geregistreerde signaal door een polynoom,
Het resultaat kan ook worden gebruikt voor de oplossing van het probleem:
hoe kan men de parameters van een seismometer-galvanometer-combinatie

bepalen uit de registratie van een tegen de seismometer aangebrachte stoot,

Na de probleemstelling in par. 2 wordt in par. 3 een methode besproken
waarmee het seismisch signaal in een polynoombenadering kan worden omgezet,
Met behulp van deze polynoombenadering worden in par. 4 de Fourier-integralen
berekend. In par. 5 worden enkele methoden besproken voor het berekenen van
de codffici¥nten van het benaderingspolynoom,

Verder wordt in par. 7 een programmabeschrijving gegeven van de gevolgde
methode, met in par, 1l het bijbehorende rekenprogramma FASS (Fourier
Analyse van een Seismisch Signaal), dat geschreven is in ALGOL-60, Tenslotte
worden in par. 8 enkele toepassingen besproken, waarvan de resultaten in de

figuren, zie par. 10, zijn getekend,

2. Probleemstell%gg

We willen een Fourieranalyse maken van een seismisch signaal f(t), waarvan

2
bekend is dat voor t = o geldt dat £(t) = gééﬁl - Sﬁéégl = o en dat f(t)

naar nul nadert bij grote waarden van ¢t.

We proberen de waargenomen puls f(t) door een polynoom te benaderen, dat

opgebouwd is uit functies van het type e—ant. zodat we de integralen [ 3 J:

SW) = 7 £(t) sin v t dt

en Clw) = f: f(t) cos w t dt

analytisch kunnen berekenen,



3. Polynoombenadering van een seismisch signaal

Het opgetekende seismische signaal f(t) heeft enkele in het oog springende

eigenschappen., In het begin bij t = o geldt dat f(t) = Eaéssl = o0, Bovendien

is het zo dat bij galvanometrische registratie uit theoretische overweging
volgt dat ook-g—gégl = o bij t = o, Bij alle seismische registraties geldt
dat £(t) nul wogat bij grotere waarden van t, dus kunnen wij stellen dat

f(t) = o bij t = =,
Bij seismische registratie geldt dus:
2
o d f(t) _d° f(tr)
£ = =%

7 T ovoor t =o
dt

(3.1.)
en f(t) = o voor t = =

Als we de waargenomen puls door een polynoom laten benaderen, dat gpgebouwd
is uit functies van het type e-ant. wordt de laatste voorwaarde automatisch

vervuld, mits n > o is.

Stellen wij:

£(t) = a, e-at +a e-Zat . + ane-nat (3.2.)

2 ®ee e e 009 O

voor t > o en a > o, dan blijkt hieruit onmiddellijk dat f(t) = 0 als t = =,
Verder moeten de coéfficiénten 31y 8y) crercenneid zodanig gekoze n worden
dat bij t = o, f(t) en de eerste en tweede afgeleide van f(t) nul worden,

Als wij nu vergelijking (3.2) in de volgende vorm schrijven:

f(t) = c, ¢o(t) +C o () ¢ aiiiaael ¢ C, on(t) (3.3)

en bovendien geldt:

¢ (t) = 4 ¢ (t) = ﬂi ¢ (t) = 0 als t = o (3.4)

n dt "n dt2 n ¢
en

[7, 0,(6) 6, (£) dt = o (n # m) (3.5)

dan voldoet vergelijking (3.3) ook aan de eisen die de beginvoorwaarden

stellen en heeft nog het voordeel dat de functies orthogonaal zijn, hetgeen



het berekenen van de coéfficiénten Co' C‘, 02 .......Cn vergemakkelijkt,
Stel nu e 2t

(3.4):

= z en ¢n(t) = Pn(z) dan worden de beginvoorwaarden volgens

2
P_(z) = %? P_(z) = :—;Z P (2) =0 als z = | (3.6)

en de orthogonaliteitsrelatie gaat over in :

o B@ B @ £ 2o g 3.7

Vervolgens stellen we (omdat f(t) aan de gestelde eigenschappen moet voldoen):

P2 = 20 - 5% o (@) (3.8)

= (z - 323« 3z° - 27) Q _(z)

n~7
waar Q _.(z) een veelterm is van de graad n-7.

We zien dat vergelijking (3.8) voldoet aan de eis die door (3,6) is gesteld,
De orthogonaliteitsrelatie (3,7) wordt nu:

% f; z(l - 2% Q-7(2) Q _4(z) dz = 0 (n # m) (3.9)

Stellen we nu z2 = X en Qn(z) - Sn (x), dan kunnen we (3.9) in de volgende
vorm schrijven: 2

-;'; ]:’(] - x)6 SP-_7(X) Sm_7(x) dx = Q (n * m) (3.'0)

2 2
stel n' = 21 dan worde (3.10):
1 1 6 - ' '
72 [, (%) Spt () S v (x) dx =0 (n' $m') (3.11)
Hieraan voldoen de polynomen van Jacobi:

. R - n _ink (a+n) (a+n+1),.... (a+n+k=1) k
T (@3 85 %) =1+ Eul D" Q) FrEn AR €. 3 x (3.12)



die aan de volgende integraalrelaties voldoen:

f; :':G_l(l-x)m-(s In (a3é;x) Im (a:8:%x)dx = o (3.13)

1 _6-1 a=8_. 2, .. = (8T (a+1=8) (a+1=5)(a+2-6),..(a+n=8)
Jo X7 0=0%71 “(a385x)dx (o) P O AN CE T L I RN €]

n,

Ty ey (3.14)

Hiervoor zij verwezen naar [ 4 ] pag. 780 en [ 5 ] pag. 98.

Volgens (3.11) en (3.13) isté~l =o ena-8§ =6 of a = 7 en 6§ = 1,
dus Sn' (x) = In' (7;1;%),
Uit (12) volgt nu:

St (x) =1+ E_l (-nk @y L2n) B )...(6+k¢n ) k

-7)/2 _ n-7 n-7
65 =1+ TP/ ik ((“ 7)/2) (7"'2")““(6”‘*_2") Kk
n=7 k=1 k Y X
= R
n=1
2 n-7 n~-7
~ - - k fn=7 (7'.' -—)003-0(6+k+ —")
3 Q) = 1+ I (1) (—5-) RAL 7)o
k .
-7)/2
5f P (Z) - 2(1-22)3{l +(n z)/ ooooo'.z2kj *
n k=]
n?
- - 2 -
af On(:) = e at(l-e Zat)3 l + kzl .0..“'..’.‘.2 zakt (3.16)

Omdat n' = E%Z en n' de waarden 0, 1, 2, 3 ...s. doorloopt, kan n = 7, 9,

1, 13 soeueee zijn,
Uit (3.16) volgt nu:

- - 3 - - - -
at o L e 2at) e 2t _3."3at o Jat -e~’at

¢7(t) =e b + 3
09(8) = €01 = 7223 (44 () & o720

- e-at(l _ e-2at)3 {1-8 e~2at }



..5—
81,(0) = 7351 = &73AE3 () o g o728, g hat

Vervangen we voorts ¢7(t) door ¢°(t), ¢9(t) door ol(t), ¢l|(t) door ¢2(t)......

dan kunnen we voor (3.16) ook schrijven:

e o-at . -2at.3 n -1k (my (7+n) ..., (6+k+n) -2akt
o, (t) = e (1-e )2 {1+ ﬁ-‘ 1Sl D I ) i ——e } @37

voor n =0, 1, 2 ,..,,...

Verder geldt volgens (3.13) en (3.14):

[5 #a(t) on(t) dt = o

en [°

o

4a(8) dt = e . (3.18)

Omdat in vergelijking (3.3) de functie$¢l(t), $,(t), senninnn, ¢, (t)
identiek zijn met (3.17) en de orthogonaliteitsrelaties voldoen aan (3,18)

kunnen de coéfficiénten van (3.3) Cyr Cip veveenes, Cn eenvoudig uitgedrukt

worden met de volgende vergelijking:

C, = (l4+4n) a [ £(¢) ¢, (£) dt (3.19)

waarin f(t) het wmargenomen seismische signaal is en ¢n(t) de orthogonale
functie, die wordt bepaald met vergelijking (3,17),

De integraal in (3.19) kan met een of andere numegieke methode berekend worden,
Nu de coéfficiénten Cn’ zie (3.19), en de functies ¢n(t), zie (3,17), berekend

kunnen worden, is volgens (3.3) het polynoom eenvoudig te bepalen, waarmee
dan een benadering is gevonden van het seismische signaal f(t).

Fourieranalyse van een seismisch signaal

De functie f(t) - het seismische signaal - wordt bepaald door
£(t) = C oo(t) + C, 9,(t) +C, 6,(t) + cenees?Co o () (40D)

waarbij de coéfficinten C, t/m Cp- berekende constanten zijn en ¢, (t)

t/m ¢m_l(t) de bekende orthogonale polynomen,



Voor het maken van een Fourieranalyse dienen we de volgende twee integralen

te berekenen,te weten:

S(w) = 7 £(t) sin w t dt (4.2)

en C(w) = IZ f(t) cos w t dt (4.3)

Hiertoe substitueren we (4.1) in (4.2) en vinden we:
S((ﬂ) = IO (CO ¢° + C] ¢l + C2 ¢2 + ceevess + Cm‘l ¢m"l) sin w t dt

- J: CO ¢° sin w t dt + ]: Cl ¢‘ sin w t dt + csees?t I: Cm-l ¢m-l

+8in w t dt
= Co Io ¢° sin w t dt + Cl jo ¢l sin w t dt + ,,...%+ Cm-l Io ¢m°|

.sin w t de

m-1 ® .
S(w) = L [o ¢,(t) sinw t at (4,6)

Er zijn twee manieren om deze integraal (4.4) op te lossen.

1¢ Uit (3.17) volgt voor a = | dat:

¢ (t) = e t(1-e253 (| + T (-DK (7"“)-‘1;-(6+k+n) o2kt
k=] .

Stellen we:

B(n.k) - ("l)k (7+n)..].(E.(6+k+n)

dan krijgen we
- - n -
o (1) = e F1-eT23 {1 4 I B, 2kt (4.5)
Substitueren we (4.5) in (4.4) dan krijgen we:

m~-1 © - - n -
s =2 € [Tt {1+ B@,Ke 2 } sinw t dt  (4.6)
n=0 0 “0 k=1

Indien we de integraal (4.6) verder uitschrijven vinden we allemaal integralen
van het type

® =at . W
;o e sin v t dt = —— (4.7)
a +uw :



Met behulp van integraal (4.7) is (4.6) gemakkelijk uit te rekenen,

2% Uit (3.15) en (3.17) volgt dat:

4,(8) = ¢ (£) 5_(v) (4,8)

Verder geldt door Sn(t) de recurrente betrekking:

~2t
Sn(t) = An Sn°2(t) * Bn Sn-l(t) + cu? Sn-l(t) (4.9)

=2(n=1) (n+3) (n+5)

waarbij An = n(n+6) (2n+48)
B = 40> + 30n% + 380 - 30
n n(n+6) (2n+4)

= ~ (2n+4) (2n+5) (2n+6)

en cn n(n+6) (2n+4)

Hiervoor zij verwezen naar [ 6 J pag. 50, formule (7,2).

Dus 4, (6) = 0o(6) (A, S,_p(0) + 8, 5,1 (0) + ¢, &2 s _ (o)

" A 98 S, p(6) + B e (®) S (0) v c ey (1) s (o)

=2t .
Ay tqp(®) $ B (6) v ey (o) (4.10)

Hieruit volgt dat voor ¢n(t) dezelfde recurrente betrekking geldt als voor
Sn(t).

Uit (4.8), (3.15) en (3.17) volgt:

bnad 3 - - - -
€ (1= 2t) o7t _ 3 3t , 4 -5t 7t

% = % So " boel = e - e

en

¢l -4 sl - (et -3 e~3t +3 e-5t - e-7t)(l -8 e-Zt)

et oy

3 5

Ce27 et - 2577t g0t

Met behulp van de recurrente betrekking voor ¢n(t), zie (4,10), kunnen we

een uitdrukking vinden voor ¢2, ¢3....... enz,



Substitueren we de uitdrukkingevoor P b1 $gecenecs in de integraal (4.4)

dan krijgen we allemaal integralen van het type

[0)

a2+w2

f: e 2 sin w t dc =

zodat wij S(w) als functie van de frequentie w kunnen berekenen.

Op analoge wijze kunnen we de integraal

C(w) = ]: f(t) cos w t dt

op twee manieren bepalen., Hierbij spelen de integralen van het type

a

a2+w2

@ -
]o e % cos wtdr =

een belangrijke rol,

De tweede manier is programmatechnisch korter en ook veiliger, omdat we

minder last van afrondingsfouten hebben, daar de getallen bij het rekenen
kleiner blijven,

Vervolgens berekenen we de amplitude A(w) en de fase ¢(w) met de formules:

‘/ 2 2 -
A(w) = V S(w) + C(w) (4.11)

en tg ¢(w) = g%%% + ¢(w) = arctan (g%s% (4.12)

Volgens de theorie van de Fourieranalyse geldt dat:

f(t) = §=§(u) sin w t + 2 .o C(w) cos w t

= T AW) sin (wt + 6(w))
m-o

waarbij S(w), C(w), A(w) en ¢(w) berekend kunnen worden met de formules
(4.4), (4.11) en (4.12),
Met behulp van het voorgaande is het nu mogelijk van het seismisch signaal

£(t) een Fourieranalyse te maken, hetgeen van belang is voor de bestudering



5.

van het signaal. Zo is het bijvoorbeeld mogelijk aardbevingen te onder-
scheiden van explosies omdat het spectrum van een natuurlijke aardbeving
essentieel verschillend is van dat van een kernexplosie,

Het berekenen van de co@fficinten

Het waargenomen seismisch signaal f(t) wordt benaderd door het polynoom

E(E) = €, 0,(0) + C 0, () + ceuvurns + C_ 4 (8) (5.1

waarbij ¢n(t) voorn = 0, I, 2 .,,.,.. wordt bepaald door formule (3.17) en

de codfficidénten C, t/m C, door formule (3,19).

Zijn eenmaal de co&fficidnten Co t/m Cn en de orthogonale functies ¢n(t)
berekend, dan is het bepalen van het polynoom f(t) voor bepaalde waarden

van t een eenvoudige zaak, nl., door toepassing van formule (5.1).

Het berekenen van de orthogonale functies ¢n(t) levert geen moeilijkheden

op (zie formule 3.17). Nog handiger kan ¢n(t) berekend worden met de recurrente
betrekking (4.10), waarbij dan wel eerst ¢°(t) en ¢l(t) met behulp van (3,17)
berekend moet worden. Ook kan ¢n(t) berekend worden uit (4.8) en (4.9), waarbij
dan So(t) en Sl(t) berekend worden met formule (3,15).

Het berekenen van de coéffici&nten C, t/m c, levert meer moeilijkheden op,

De coéfficiénten worden bepaald met de formule (3.19)!

Co = (4 + tn). a. [T £(E) ¢ (¢) dt (5.2)

De factor (14 + 4n)a geeft geen problemen. Uit berekeningen volgt dat de
keuze a = | verantwoord is,

De integraalvorm kunnen we natuurlijk niet bepalen voor het gebied (0,x).

We moeten het bepalen van de integraal beperken tot de integraal:

tm

tl_o £(t) ¢n(t) dt (5.3)

De rest van de integraal (5.2) verwaarlozen we, hetgeen gezien de vorm van de

functie £(t) is toegestaan, want f(t) + o voor t + ®,

ft)

tF \__/ tm  —t
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5.1, Het berekenen van de integraal (5.3) kan op verschillende manieren geschieden.

le. Bereken f(t) ¢ (t) voor de gegeven waarden van t(t t/m t ).
De functxewaarden £(t) t/m f(t ) kunnen worden afgelezen van het seis-
mische signaal,
Met behulp van de methode voor het berekenen van een integraal volgens
Lagrange (uitbreiding van de regel van Simpson) voor niet equidistante
punten - en eventueel de trapeziumregel -, kan de integraal (5.3) in &é&n

keer worden bepaald,

Voot drie niet equidistante punten wordt een integraal ] 2 f(x) dx
volgens Lagrange als volgt berekend [ | 7. Yo

2
B ¥ y0o =L 1008 = 1EG) + 1 EGx,) + 1,(0E(x,y)

waarbij

1,00 = (x=x,) (x=x,) 1,00 - (x=x ) (x=x,) ,

1,(x) = (x=x) (x=x)

(x -x )(x ~X,) (x,=x )(xriﬁf (xz-xo)(xz-xl)
) -
j¥ ////,,ffT’szyw

|
| f
| l

|¥'(‘0) F@') :‘F‘XL)

f o

Xo 7&, X2 —_—x

x

Voor de integraal 2 f(x) dx vinden we nu:
8 X
o

Izz f(x) dx * I:Z y(x) dx =
o o

- [z P Gmxy) Q) dx + [.2 (%) (xxy) £(x) dax + [ 2
*o (xo-xl)(xo-xz) *o (x -X )(' -X )

(x-xo)(x-x,)

f(xz) dx
(xz-xo)(iz-xl)




f(x ) x
(¢] i 2 2
" (x=x) (x _=x,) [x{ T T Opexpxo e XjeXy } ]xo *

f(x,) X
(x,=x )(xllxz) [ = {'% x?- ! (xy+xy)x + Xo0%y } ]xz ¥
° 0
f£(x,) x
(% )(xzfxly [ x {~% x 2 - (x+x))% + x .x, } ]xz (5.4)
° 0

Met behulp van formule (5.4) kan de integraal (5,3) worden berekend,

= we vervangen daartoe f(x) door f(t) ¢n(t) en berekenen ¢n(t) volgens
(3.17) - waarna voor verschillende waarden van n de codfficiénten Co t/m
Cn kunnen worden berekend volgens (5.2),

2e, We kunnen ¢n(t)opgebouwd denken uit een aantal termen van het type C.e+Dt(zie4.g.

Door nu de integraal f:m f(t) ¢_(t) dt term voor term te integreren - de
termen zijn van het typé [Em f(e). C e*ht dt - met behulp van formule (5.4)
en daarna de integralen te gommeren, kunnen we de integraal ftm f(t) ¢n(t) de

bepalen en daarna met behulp van (5.2) de codffici&nten Cn berékenen.

3e. Voor de integraal (5,3) kunnen we schrijven:

t
IET £(t) ¢_(t)dt = ]:? £(t) ¢ (t)de + jci £(t) ¢ (t)dt t...., +

[:m £(0) ¢ (t)de (5.5)
m-2

De integralen in het rechterlid zijn van hetzelfde type, We behandelen
daarom alleen de eerste integraal.

In de eerste drie punten benaderen we f(t) door a+bt+ct2 (kwadratische
functie), zodat geldt:

t t

[ £ o (0)dt = [3 (arbesced) ¢ (t)dt (5.6)
£ n tl n

Volgens (4.5) geldt:

- - n -
¢ (t) = e F-e"253 (4 I BG,ke Zkt (5.7)
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Hieruit volgt:

¢ () = (et - 373 4 3070% - e-7t) +

+e™3% - 367 4 3¢ - &Y 4 B(a, 1)

+(e-5t - 3e-7t + 3e-9t - e-llt) x B(n,2)

AN
AN

*(e—(Zn*l)t_3e-(2n+3)t*3e-(2n#5)t_e-(2n+7)t) % B(n,n) (5.8)

We kunnen ¢n(t) dus opgebouwd denken uit een aantal termen van het type
Ce*Dt. De integraal (5.6) bestaat dus uit integralen van het type

t
c ft3 (asbtrct?) &Pt ac =
l

t
C It3 (a ePtebe Pt 4 ce? eDt)dt -
1

C Dt., ; b c c 2
-I-)[e 3{(:--5*2-]?)+(b-2-n—)t3+ct3 }
-eD‘I{(a--};+z%)+(b-2§) e, +ce?)] (5.9)
D

Met behulp van (5.8) en (5.9) is de integraal (5.6) uit te rekenen en ®venzo
de integraal (5.5), zodat we vervolgens met formule (5.2) de coBfficiénten
Cn kunnen bepalen.

De coéfficinten a, b en ¢ bepalen we door drie gegeven punten in te vullen

in f(t) = a + bt + ctz.

We krijgen dan:

2
a+ bt:l +toct o= f(t,)

a+bt. +ct 2= £(t

2 2 2)

a+ bt3 + ct3
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We hebben nu drie vergelijkingen met drie onbekenden a, b en c.

Met behulp van de regel van Cramer vinden we dan:

as= tz t3(t3-t2) f(tl) - tl t3(t3-tl) f(tz) +.t‘ tz(tz-tl) f(c3)

z, 7, P
) (6378)) = £ (egmt)) + £ 0 (e o))

2 2 2 2
3 -t2 ) f(tl) + (t3 -tl ) f(t2) - (t

y) 2 7
(t37€) &7 =(e5=t)) £)7 +(e,mt)) ¢y

2 2
b= (¢ 2 %) E(ey)

en c = (t37t)) £(t)) =(ty-t)) £(t,) +(c2-tl) f(t

2 7 2
(£378p) )7 =(tgmt)) t," +(tymt)) ¢4

3)

5.2, Het is ook mogelijk de integraal (5.2) rechtstreeks te berekenen,
Met behulp van (4.8) kunnen we schrijven:

fo 0 0 (0) dt = [* eTF(1-a72%3 5 (0) £(0) ac (5.10)

2

Stellen we x = e t dan wordt (5.10):

- i [: '/'; (l_x)3 sn(x) £(x) %‘_ - i f:,—l-/_—.(l"X)3 Sn(X) f(x) dx
X

=4 f) 408 5% £ ax, omdat 4,0 = /X (1-0)° (5.11)
¢°(x5

Stellen we:

6 Sn(x)
w(x) = (l=-x) en g(x) "3:T;T f(x)

dan gaat (5.11) over in:

=4 Il w(x) g(x) dx (5.12)

t
Volgens de integratie-methode van Gauss /[ | ] kunnen we schrijven dat:

o 1 m
fo £) ¢, (6) de = | [ w(x) g(x) dx = } b, Cj Blx;) (5.13)
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waarbij dan: Cj - ]; w(x) lj(x) dx,

X, t/m X de nulpunten van Sm(x) - Im(7,l,x), zie (3.15),

m x-xk
en 1.(x) = : —
j k-?#J X=Xy

Dus Cj - f; (l--x)6 lj(x) dx. Voor het berekenen van de integraal Cj

= voor j = I(1)m ~ is van belang de integraal:

- I n 6 720
jo x w(x) dx = fo x (1-x) dx = (n+1) (n+2)...,.(n+7)

De coéfficiénten Co t/m Cn kunnen dus worden berekend met behulp van de
formules (5.13) en (5.2).

De functies Sm(x) voor m = 0,1,2..,.. vormen een stelsel orthogonale polynomen
met de gewichtsfunctie w(x) = (l-x)6 en het interval [ 0,1 7, zie (3.13).

Er gedlt dan dat Sm(x) m verschillende nulpunten heeft, die liggen op het
interval [0,1 7,

Deze nulpunten van Sm(x) kunnen worden bepaald volgens de methode van Newton-

Raphson of met de procedure ZERO - deze methode is een combinatie van de
bisectie-methode en de Regula falsi -

Dit zijn jreratieprocessen Waarvoor we dus benaderingen van de nulpunten
moeten hebben, Deze kunnen we het beste vinden door Sm(x) te tabelleren voor

verschillende waarden van x.

Bij de nulpunten x, t/m x_ van S_(x) kunnen de bijbehorende waarden van t
1 m m

berekend worden met x = e-Zt.

In deze nulpunten dienen we nog de bijbehorende functiewaarden van het seig-
mische signaal f(t) te berekenen.

Bekend zijn de meetpunten van f£(t) als functie van t. Benaderem we nu f(t)
per drie punten door een kwadratische functie, dan kunnen we in de nulpunten
de functiewaarden van f(t) bepalen door kwadratische interpolatie

(f(t) = a + bt + ccz).

De methode volgens dit punt 5.2 wordt gevolgd in het programma FASS,
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Resultaten van de diverse methodes

De resultaten volgens de methode, zie punt 5.l1.le, zijn sterk afhankelijk
van het tijdsinterval. Hoe kleiner het tijdsinterval is, des te beter zijn
de resultaten met andere woorden des te beter is de polynoombenadering,

Een nadeel is echter dat de rekentijd steeds groter wordt,

Het santal termen van het polynocom mag niet te klein zijn, omdat dan de
polynoombenadering minder goed is, Indien echter het aantal termen te groot
wordt, treedt er oscillatie op. Voor een bepaald aantal termen is dus de
benadering optimaal.

Uit het voorgaande zal het duidelijk zijn dat aan het tijdsinterval en het
aantal termen grenzen gesteld dienen te worden, zodat ook de kwaliteit van

de resultaten begrensd is.

De resultaten volgens de methode, zie punt 5.1.2e zijn hetzelfde dan volgens
de methode van punt 5.1.le.

De methode van punt 5.1.3e geeft een betere polynoombenadering dan de beide
vorige methodes, Dit komt omdat bij deze methode alleen f(t) benaderd wordt
door een kwadratische functie.

De resultaten volgens de methode van punt 5.1.3e zijn echter nog niet be-
vredigend, zodat een andere methode is ontwikkeld, zie punt 5.2, waarvan de
polynoombenadering wel aan de gestelde eisen voldoet.

Hierop komen we later terug (zie punt 8).

Programmabeschrijving

Om een beter inzicht in het ALGOL-programma te krijgen, geven we in dit punt
een regelbeschrijving van dit programma (zie punt 11).

Het programma is geschreven in ALGOL voor de EL-X8 rekenmachine,

7.1. Ingut

Gegeven is een seismisch signaal f(t) als functie van de tijd t.
De functiewaarden van f (t) kunnen worden afgelezen voor verschillende
gegeven waarden van t. Dit noemen we de meetpunten.
Voor de input zijn een aantal beperkingen ingevoerd nl.:
a, Voor t > 3/2 dient f(t) praktisch nul te zijn,
Hierdoor komt het signaal dichter bij de oorsprong te liggen, waar ook de
meeste nulpunten van het Jacobi-polynoom Sm(x) liggen, die bepalend zijn

bij de berekening van de co¥fficiénten van het benaderingspolynoom,



Regelnr.
8

89-91

7.2,

Regelnr,
14-24

26-42

44-51

53-78

80-85

87-93
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b, De waarden van f(t) dienen altijd te liggen tussen +9 en -9,

Deze beperking is uitsluitend ingevoerd in verband met het plotprogramma,

€. Voor t = o en t = 3.5 dient f(t) gegeven te zijn,
De andere waarden van t dienen altijd te liggen tussen +0 en +3.5.
Deze beperking is van belang in verband met het bepalen van de functie-

waarden van f(t) in de nulpunten van Sm(x), maar ook in verband met het

plotprogramma,

De invoergegevens, die op ponsband staan, bestaan uit:

Voor elke gegeven waarde van t, de bijbehorende waarde van f(t) (maximaal
100 waarnemingen);

Het sluitgetal +999;
De graad van de functie Sm(x);

m+] functiewaarden van Sm(x), waar tussen de nulpunten van Sm(x) liggen; deze

functiewaarden dienen als benaderingen van de nulpunten.

Programma CROT-FASS (Fourier Analyse van een Seismisch Signaal)

De procedure SM berekent de functiewaarde van Sm(x) voor een gegeven waarde

van m en x volgens de recurrente betrekking, die voor Sm(x) geldt (zie formule
(4.9)).

Met de procedure ZERO worden de nulpunten van Sm(x) bepaald (zie punt 5,2).

Met de procedure ABC worden de co8ffici&nten a, b en c berekend van f(t) =

a + bt + ct2 volgens de regel van Cramer (zie punt 5,1,3¢).

De procedure CJ berekent de constanten Cj (zie punt 5,2),.
In de array C worden de integralen Cj voor j = 1(1)m opgeborgen;

de array X bevat de waarden van de nulpunten xj voor j = 1(1)m,
Met de procedure GAA wordt de gemiddelde absolute afwijking van twee rijen
getallen berekend.

De nulpunten X, t/m X van Sm(x) worden berekend, met de bijbehorende waarden
van t (zie punt 5.2),
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148
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In de nulpunten X, t/m X, worden /e functiewaarden van het seismisch signaal

f(t) bepaald met kwadratische interpolatie (zie punt 5.2 en 5.1.3e),

De co€fficiénten cQ C/nlCm_‘ van het benaderingspolynoom worden berekend (zie
punt 5.2).

Door toepassing van het benaderingspclynoom worden in de meetpunten de functie-

waarden van f(t) berekend, die een benadering zijn van het seismisch signaal
f(t), zie formule (5.1).

Voor w = o (4) 40 worden achtereenvolgens S(w), C(w), A(w) en ¢ (w) berekend
(zie punt 4).

OutEut

De uitvoergegevens, die met de regeldrukker worden afgedrukt, bestaan uit:

De graad van de functie Sm(x);

Voor j = I(i)m de nulpunten xj, de bijbehorende waarden tj en de functiewaarden
f(tj);
Voor h = [(1)3;

a. voor j = J(l)m de functiewaarden f(e, ), de benaderingen van f(t. ).
afwijkingen en de codfficiénten CJ l;

b. de gemiddelde absolute afwijking;

De waarden van Sm(x) in de nulpunten x, t/m Xnb

Rekentijden;

Voor i = 1(1)p de meetpunten (ti, F(ti)) en de benadering van F(ti);

De gemiddelde absolute afwijking;

Rekentijd;

Voor w = o (4) 40 de frequentie wy S(w)y C(w), A(w) en ¢(w);

Rekentijd.
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Toegassingen

We behandelen in dit punc vijf toepassingen van het programma FASS (zie ook
figuren punt 10). De toepzssing, waarvan de analytische oplossing bekend is,
wordt eerst behandeld. Daarna volgen vier toepassingen uit de praktijk,

Met het voorbeeld, waarvan de analytische oplossing bekend is, verkrijgen we
een indicatie omtrent de fout die gemaakt wordt met het programma FASS, Als
voorbeeld kiezen we f(t) = lO.e“3t sin 2 n t. Hiervoor geldt dat f(o) = o,
£'(0) %£"(0)¥0 en f(t) nadert naar o voor t nadert naar oneindig,Het valt op
dat £'(o) en £f"(o) niet gelijk zijn aan nul zoals in punt 2 werd veronder~
steld. Voor het maken van een Fourier-analyse is dit echter minder belangrijk,

Substitueren we f(t) = lO.e-3t sin 2 7 t in de formules, zie punt 2, dan
krijgen we:

S(w) = f: f(t) sin w t dt = f: lO.e-St sin 2 * t gin w t dt

--s [—— -3 : (8.1)
9+ (27+w) 9+ (21-w)
© o -3t .
en C(w) = Io f(t) cos w t dt = Jo 10.e sin 2 7 t cos w t dt
-5 [ 2m+w . 2m-w (8.2)

9*(2n+w)2 9+(2n-m;§

Door substitutie in (8.1) en (8.2) kunnen we voor elke w de integralen

S(w) en C(w) berekenen. We noemen dit de analytische manier.

We kunnen S(w) en C(w) echter ook numeriek berekenen met het programma FASS,
In de tabel 1 geven we voor een aantal}waatden van w de waarden van S(w) en
C(w), die zowel op de analytische als op de numerieke manier berekend zijn.
In het rechter gedeelte van de tabel staat de fout, Onder fout verstaan we
de werkelijke waarde verminderd met de benaderde waarde, oftewel:

fout = analytische waarde - numerieke waarde.
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Tabei 1

L

! Analytisch Numeriek Fouten
[A¥] O

S(w) Clw) S(w) C(w) in S(w) in C(w)

¢ +0.00 +1,30 +0.00 | +1,27 +0,00 +0,03
5 +1.30 +1,02 +1.30 +1.01 +0,00 +0.,01
10 +0,60 ~0,52 +0,59 | -0,53 +0,01 +0,01
15 +0.14 -0.28 +0.14 | -0,28 +0,00 +0,00
20 +0.05 «0,16 +0,05 =0.17 +0.00 +0,01

Ondanks het feit dat f'(o) # o en f" ¥ 0 zijn de fouten klein,

Om een beter inzicht te krijgen in de fouten die gemaakt worden met het
programma FASS geven we een opsomming van de mogelijke fouten die in de
berekening kunnen optreden,

De mogelijke fouten zijn:

l. Inherente fouten

Deze komen voort uit foute gegevens, dus bijvoorbeeld waarnemings-,

aflees~, copieerfouten etc,

2, Afrondingsfouten

3. Procesfouten
——nuren

Deze worden ook wel genocemd afbreekfouten (truncation errors) of dis-
Cretiseringsfouten, .
Procesfouten worden gemaakt bij de nulpunten-bepaling, de polynoombenadering
(graad beperkt) en de integratie-methode van Gauss (restterm),

4, Interpolatiefouten

Deze worden gemaakt bij de kwadratische interpolatie ter bepaling van de
functiewaarden in de nulpunten,

In de figuren 1, 3, 5, 7en 9 zijn de seismische signalen f(t) getekend als
functie van de tijd t. De meetpunten, waardoor een lijn getrokken is, zijn
aangegeven met het [I] teken. De benaderde waarden van f(t), die verkregen

zijn met behulp van het benaderingspolynoom, worden aangegeven met het ) teken,
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In de figuren 2, 4, 6, 8 en 10 zijn S(w), C(w) en A(w) als functie van de
frequentie w getekend. De berekende waarden, die verbonden zijn door een
lijn, van S(w), C{w) en A(w) worden respectievelijk aangegeven door de
tekens 4, £ en {}

De figuren 1 t/m 10 zijn getekend met de plotter. Het plotprogramma is niet

in het verslag opgenomen.

Voor de figuren 5 t/m 10 zij verwezen naar [ 27 pag. 745,

- De nulpunten van Sm(x) worden bepaald tot 10 dec, nauwkeurig, Indien de
nulpunten tot 7 dec. nauwkeurig worden bepaald zijn de eindresultaten van
de diverse berekeningen van iets mindere kwaliteit, doch nauwelijks merk-
baar verschillend, Indien de nulpunten berekend worden in 12 dec. nauwkeurig,

gaat het programma te lang duren. Daarom nauwkeurigheid 10 dec.

- De nulpunten van Sm(x) worden bepaald met de procedure ZERO, Indien de nul-
punten worden bepaald met de methode volgens Newton, geeft dit moeilijkheden
als de graad van Sm(x) te groot wordt - bv, SZQ(X) = 3 in dit geval is de

4

grafiek van Sm(x) te steil, Daarom kunnen de nulpunten van Sm(x) het beste
berekend worden met de procedure ZERO,

- De graad van de functie Sm(x) is m. In het programma FASS stellen we m = 16.
Berekeningen uitgevoerd met m > 18 gaven een minder goede polynoombe-
nadering (waarschijnlijk als gevolg van afrondingsfouten), die slechter
werd, naarmate m groter werd. Indien de graad te laag wordt is uiteraard
het benaderingspolynoom van minder goede kwaliteit, hetgeen dus inhoudt dat
de graad van Sm(x) niet te laag, maar ook niet te hoog mag zijn, Voor m = 16

is het benaderingspolynoom optimaal en voldoet aan de gestelde eisen,

= De rekentijden van de vijf toepassingen met het programma FASS liggen binnen
de minuut, inclusief de uitvoer met de regeldrukker. Met het plotprogramma

erbij liggen de rekentijden natuurlijk aanmerkelijk hoger,

Met deze methode, waarbij het seismische signaal eerst door een polynoom wordt
benaderd, is het mogelijk de Fourier-integralen te berekenen.

Wel dient het signaal aan bepaalde voorwaarden te voldoen, zie punt 2, Voldoet
het seismisch signaal echter aan iets andere voorwaarden, dan kan men door het
opstellen van een andere polynoombenadering, de Fourier-integralen ook be-

rekenen.

Voor het bepalen van de Fourier-integralen komen ook de FFT-procedures(Fast
Fourier Transform) in aanmerking.
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De resultaten van enkele toepassingen met de FFT-procedures zijn vergeleken

met de resultaten verkregen met het FASS-programma,

hieruit bleek dat de resultaten van dezelfde kwaliteit en de rekentijden van

dezelfde orde van grootte waren,
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l1. ALGOL~-programma FASS
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