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Summarx.

This report deals with the fast Fourier transform (FFT), an efficient
technique for evaluating the finite discrete Fourier transform (DFT),
Principal advantages of the FFT-algorithm are a reduction of the number
of computations and a better accuracy, especially for long records.

After an enumeration of definitions and theorems related to the DFT,
an explanation of the FFT-algorithm is given, The DFT transforms complex
functions, Usually one is interested in transforming real functions, For
this purpose we give two algorithms, which make use 0 the DFT for complex
functions.

This report is also a manual for the use of the mentioned algorithms
translated in ALGOL-60, which are available at the KNMI Computing Division,
The procedures orginate from the Collected Algorithms from C.A.C.M,, exoept
the procedures REALTWIN and COEFTWIN,

The relation between the continuous Fourier transform and the DFT is
treated and an example is given of the use of the DFT for the evaluazion
of a Fourier integral.

As examples of algorithms which make use of FFT-procedures, we describe
two ALGOL-60 procedures, named COVSPEK and FOUSPEK. Both procedures compute
auto- and crossspectra of stationary time series. COVSPEK first compute the
auto- and crosscovariancefunctions with FFT-techniques. After that we get
the spectra by a DFT of the covariancefunctions. FOUSPEK compute the spectra
by averaging the periodograms of overlapvning sections of the time series.
The computational time required for the procedure COVSPEK is about two times
the time required for the procedure FOUSPEK for all record lenghts. This
contradicts the statement of Edge and Liu (4) that for long records the

FOUSPEK-method is the only feasible apvroach,



1. Inleiding.

De "fasc~_purier transformatie (FFT)" is een efficiente methode voor
het berekenen van de eindige discrete Fourier transformatie. Deze methode
werd in 1965 herontdekt door Cooley en Tukey (1), na eerder te zijn ge-
vonden door Runge en Konig (3) in 1924. Het berekenen van de discrete
Fourier transformatie van N complexe getallen met behulp van de definiérende
formule kost N2 bewerkingen (1 bewerking = 1 complexe vermenigvuldiging + |
complexe optelling). Met behulp van het FFT-algorithme wordt dit aantal
teruggebracht tot N(p1 t Pyttt pk) waarbij N = Py X Py X +uu. X P
(pi eN). We zien dus direkt dat het FFT-algorithme geen zin heeft wanneer
N een priemgetal is. Hoe groter het aantal faktoren in de ontbinding van N
is, hoe groter de versnellingsfaktor zal zijn. Een voorbeeld: voor
N=486=35 x 2 worden de aantallen voor beide methodes resp. 236196 en 8262,
de versnellingsfaktor 28,

Het voornaamste doel van dit verslag is de toekemstige gebruiker van
de op het K.N.M.I. aanwezige FFT-procedures in Algol-60 wegwijs te maken
met het gebruik en de mogelijkheden ervan. Om dit doel te bereiken worden
eerst een aantal eigenschappen van de eindige discrete Fourier transformatie
behandeld. Daarna wordt de werking van het FFT-algorithme toegelicht, ter-
wijl ook de doorwerking van de afrondfouten die de computer maakt bekeken
zal worden. De reeds eerder vermelde Algol-60 procedures zijn afkomstig uit
de Collected Algorithms from C.A.C.M. De maker is R.C. Singleton (14).

De aanroepen van deze procedures zullen behandeld worden.

Vaak zal men niet geinteresseerd zijn in de Fourier transformatie van
een aantal complexe getallen, maar van een aantal reeele getallen. De
methode om dan het imaginaire gedeelte nul te maken kost overbodige reken-
tijd en geheugenruimte. Er zullen daarom enkele algorithmes gegeven worden
om reéele Fourier transformaties efficient te berekenen.

Als voorbeelden van algorithmes die van FFT-procedures gebruik maken
worden de procedures COVSPEK en FOUSPEK besproken. Deze procedures bereke-
nen beide spektra van zwak stationaire tijdreeksen. COVSPEK doet dat door
eerst de covariantiefunctie te berekenen ( op een handige manier m.b.v. de
FFT), waarna het spektrum berekend wordt door een Fourier transformatie
van die covariantiefunctie. FOUSPEK echter berekent het spektrum door

direkt een Fourier transformatie uit te voeren op overlappende segmenten
van de tijdreeks.



Het blijkt dat COVSPEK slechts ongeveer twee maal zo lang rekent als
FOUSPEK. Hieruit blijkt dat de COVSPEK-methode ook voor lange tijd-
reeksen efficient is uit te voeren, dit in tegenstelling tot wat bij-
voorbeeld Edge en Liu .(4) in hun artikel stellen.

Door de behandeling van deze twee procedures geeft dit verslag
ook een tussentijds overzicht van de vorderingen die worden gemaakt
bij het ontwerpen van rekenprogramma's voor spektraalanalyse ten

behoeve van de onderafdeling Fysische Meteorologie.



2. De eindige discrete fourier transformatie.

We beschouwen functies van de gehele getallen modulo N (Z mod N)
naar de complexe getallen ( ¢ ). Deze functies noteren we met een kleine
latijnse letter uit het begin van het alfabet, behoudens enkele bijzondere
functies. Met R geven we de verzameling der reeele getallen aan.

Nu eerst enkele definities:

2min/N L2
(2.1) ey eN(n) e (1"~ = -1
De transformatie die nu gedefinieerd wordt, heet in de literatuur
meestal de eindige inverse discrete Fourier transformatie.
A A LA -1
(2.2) a a(n) = I a(n)ey(nh) n,N € Z mod N
n=0

d zullen we ook noteren als IDFTy (a).

De IDFTN is dus een afbeelding van de verzameling van bovengenoemde

functies (Z mod Nry ¢) op zichzelf.

(2.3) a a(n) = a(n) (complex geconjugeerde)
(2.4) 7 A(n) = a(=m) (involutie)
N.B. aangezien n € Z mod N geldt: a(-n) = a(N-n)
(2.5) a, ak(n) = a(n-k)
(2.6) a.b (a.b) (n) = a(n).b(n)
We schrijven ook wel ab i.p.v. a.b
N-1 :
(2.7) axb (a%b) (n) = g% a(n-1)b(i) (convolutie)
i=0
N-1
(2.8) <a,b> <a,b> = L a(n).b(n)
. n=0
(2.9) llallE ||a||E = ( <a,a> )i (euclidische norm)
(2.10) Gk 6k(n) = | indien n = k
=0 indien n # k
(2.11) Aa (Aa) (n) = a(n)-a(n~-1)



Bij het ontwerpen van rekenprocedures die van de IDFTN gebruik
maken, moet men goed op de hoogte zijn van de diverse eigenschappen van

de IDFTN. Hiertoe volgen nu een aantal stellingen die gemakkelijk af te

leiden zijn.
(2.12) De IDFTN is lineair, d.w.z.:

7\
atb =2 + b

aa = a a (u£¢)
.Y
2 = 2 = S
(2.13) a=a a=42 ’;=fa‘
een gevolg van de tweede betrekking van (2.13) is bijvoor-
beeld dat als a reeel ( a(n)e R ), dus a = a, de getransfor-
meerde van a invariant is onder de involutie, dus 3@ = 3.
1 N-1
(2.14) a(n) = N T a(n) eN(-nn)
fi=0
Hiermee is ook de inverse van de transformatie (2.2) bepaald.
In de literatuur wordt deze meestal de eindige discrete Fou-
rier transformatie genoemd. We noteren de getransformeerde van
a volgens (2.14) als DFTN(a) of 4.
1 ==
(2.15) DFTN(a) ¥ IDFTN(a)
Hieruit zien we dat met behulp van een rekenprocedure voor de
IDFTN ook de DFTN berekend kan worden.
a g
(2.16) @= N a %=%\I—a
(2.17) axb=bxa de convolutie is commutatief
(2.18) a3b=2axb axb =axb



2.19) B () = ey(ki)
(2.20) a = a*c,k
(2.21) a (g = a(3).ey(kj)
N-1 L N
(2.22) a(0) = I &) a(0) = X L  a(n)
n=0 n=0
N
(2.23) axb=3.8 {.\b=%\;(5*5)

Dit is een belangrijke stelling die een weg opent naar een

efficientere berekening van convoluties, covariantiefuncties

etc.
(2.24) <a,b> = -]ﬁ <3,b6>
N-1 2 1 N-1 2
(2.25) r flam)]® = ¥ I lam| (Parseval)
n=0 n=0
(2.26) Ba(3) = 3G3). (1=ey () )
Notatie: soms zullen we waar mogelijk de argumenten weglaten.
Stelling (2.26) wordt dan b.v. 1\} = E(l-eN)
(2.27) ey (kN) = | (kez) ey(p*q) = en(P).ey(q)
= = = - n
epq(kp) = eq(k) (keZ) e (n) = (-1)

We kunnen ook een meerdimensionale discrete Fourier transformatie
definieren, b.v. voor dimensie = 2:
P-1 Q-1

. N k,KRe Z mod P
(2.28) ' i(R,1) kzo 120 a(k,1) ep(kR) eQ(lI) 1,1 € Z mod Q

Voor deze transformatie zijn vele stellingen analoog aan die voor

het &én-dimensionale geval:

Definieer b.v. %(k,1) = a(-k,-1) en a(k,1) = a(k,1) dan geldt
stelling (2.13) ook.



3. De fast Fourier transformatie (FFT).

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

berekening van de IDFT,..

We zullen een stelling afleiden die een weg opent naar een efficiente

N

Laat N = p x q, dan kunnen we n,fi ¢ Zmod N als volgt schrijven:

n =t + sq

i=85+ % 5,8 ¢ gmod p t,f cgmod q

Definitie (2.2) van de IDFTN:
N-1
a (@)= I a(n)e.(nd)
N
n=0

Met gebruikmaking van (3.1) en (3.2) kunnen we dit ook schrijven als:

q-!1 p-l
i(s+tp) = I a(t+sq) e ((t+sq) (5+Ep))

t=0 s=0
q-1 p-!

= I e (t(8+tp)) I a(t+sq) eN(sgq)
t=0 s=0
q-1 p-1

= I eN(t(§+Ep)) I a(t+sq) e_{(s8§)
t=0 s=0 P

definieer az(s) = a(t+sq), dan:

q-1
a(S+tp) = cio [eN(t§).IDFTP(a2)('s')].eq(tf)

We zien dus dat de IDFTN uitgevoerd kan worden door:

I. Het uitvoeren van de IDF’I‘p op de functies aE voor t=0,1,s..,q-1
II. Het vermenigvuldigen van de uitkomsten van I. met de faktor eN(t§)
III.

Het uitvoeren van de IDFTq op het omhaakte gedeelte in 3.4, dat als

functie van t beschouwd wordt, voor §=0,1,...,p~1

Het uitvoeren van II. behoeft geen extra berekeningen te vergen indien

men bij het uitvoeren van de IDFTq in ITII. de faktoren eq(tE) vervangt
door eN(t(g*Ep)).

Wanneer men &&n complexe vermenigvuldiging en &&n complexe optelling

één bewerking noemt, dan kost de berekening van de IDFT, m.b.v. de

N
definierende formule(2.2) N2 bewerkingen. Met bovenstaande methode



(3.5)

(3.6)
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wordt dit aantal teruggebracht tot qu(voor I.) + pqz(voor II1.) =
N'(p+q) bewerkingen.

Laat N te ontbinden zijn als Py Pyie.- pk(pieN), dan is het door
herhaald toepassen van de stelling mogelijk het aantal bewerkingen terug
te brengen tot N(PIP2ﬂ"°'Pk):

We zullen dit herhaald toepassen demonstreren aan een eenvoudig geval,
nl. N=8. Er blijken twee manieren mogelijk te zijn: &én waarbij q iedere
keer 2 is en &én waarbij p iedere keer 2 is. De eerste methode wordt in
de literatuur "decimation in time" genoemd, de tweede ''decimation in

frequence'. Zie bijv. Cochran et.al.(6).

decimation in time

voor q=2 wordt (3.3):

A(8+8p) = téO ey (t(3+Ep)) :ﬁ; a(t+2s)e (s8) :g E’f Zgj g
p-! N p~l . .
= sﬁo a(2s)e (s3) + [SEO a(2s+1)e (s8)].ey(3+tp)
PN /5

= ag(g) + a$(§).eN(§+Ep)

In fig.1 wordt (3.6) toegepast met p=4. Op elke IDFT4 in fig.l kan
nu (3.6) worden toegepast. Dit levert fig.2 op. Uitschrijven van elke
IDFT2 levert fig.3. We zien dat de inputdata (links) in een andere
volgorde staat dan de normale. Laat (iz,il,iO) =412 + 2i]‘+ i
de binaire voorstelling van een getal), dan staat a((iz,il,io)) op
plaats (iO’il’iZ)' We zullen dit de omgekeerd binaire volgorde noemen.
Wanneer we onze invoergegevens in de computer op omgekeerd binaire
volgorde in een array zetten, heeft dit als voordeel, dat de berekening
ter plaatse in het array gedaan kunnen worden, d.w.z. tussenresultaten
worden over de inputdata heengeschreven, het eindresultéat over de tus-
senresultaten. We kunnen dus werken met een minimum aan hulpgeheugen.

We kunnen het schema van fig.3 ook zodanig omwerken dat de inputdata
in normale volgorde staan maar de output in omgekeerd binaire volgorde
(zie fig.4). Dat schema heeft echter als nadeel dat de faktoren waarmee
vermenigvuldigd moet worden niet meer in de natuurlijke volgorde staan.

In het algemene geval dat N=p,;p2.....py kan men ook "ter plaatse"
berekenen. Indien b.v. de input in normale volgorde staat, dan staat de
output als volgt:
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3.7)

(3.8)

....]0_
Laat: rél,sz,...,sg = sl(p2p3..pk)+92(p3p4..pk)+..+sk
en

koS08 ® S (P Pye Py )*84  (PyPy- P ) 4. 45,

Dan staat i( rhl,uz,..,u;I ) op plaatslyk,uk_l,..,ukj .

Zie hiervoor Bergland (12) en Gentleman en Sande (5.

decimation in frequence

voor p=2 wordt (3.3):

-l ! §,8
a(s+ - - a 38 € Z mod 2
a(s+2t) tzo eN(t(s+2E)) sio a(t+sq)e2(ss) .8 ¢ % mod 1
q-1
indien §=0: d(28) = I {a(t)+a(t+q)le (tf)
t=0 q
q-1
indien 8=1: a2t+1) = {a(t)-eN(t)a(t+q)}e (tt)
t=0 1

In fig.5 worden (3.7) en (3.8) toegepast met q=4. Op elke IDFTA in
fig.5 kunnen nu (3.7) en (3.8) toegepast worden met q=2. Dit levert
fig.6 op. Uitschrijven van elke IDFT2 levert fig.7 op.

De in hoofdstuk 5 te behandelen procedures FFT, FFT2, FFT4, FFT8
zijn gebaseerd op een schema soortgelijk aan fig.7 (de inputdata in
normale volgorde), REVFFT2, REVFFT4, REVFFT8 zijn gebaseerd op

schema's soortgelijk aan fig.3 (de inputdata in omgekeerd binaire orde).
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4, Doorwerking van afrondfouten in de FFT

Doordat een rekenmachine met een eindig aantal bits per getal
werkt zullen afrondfouten optreden, die een onnauwkeurigheid in de
berekende Epurier getransformeerde introduceerde.

Voor het geval dat de rekenmachine met floating-point getallen
met een mantisse van b bits werkt en na berekeningen afrondt (dus

niet afkapt), hebben Gentleman en Sande (5) het volgende afgeleid:

voor berekening met behulp van de definiérende formule

a - 3/2 ,-b -
[1a,-al] < 1.06 /v (2372 ; |13l

voor berekening met behulp van het FFT-algorithme

k .
o 3/2 b |4
IIaB—aIIE < 1.06 VN F (Zpi) 2 ||a||E
i=]
waarpij a de berekende getransformeerde van a is en N = P1PP3e«- Py
Or de EL-X8 is b=40. Voor N=1024 geeft dit als bovengrens voor de
relatieve nauwkeurigheid van |]§||E respectievelijk 3,6 x 1c™® en
2,6 x 1077, We zien dus dat het FFI-algorithme naast het sneller rekenen

ook nog nauwkeuriger werkt.

Voor uitgebreidere foutenbeschouwingen zie Welch (8) en Kaneko en
Liu (9).
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5. FFl-procedures uit de Collected Algorithms from C.A,.C.M.

De algorithmes 338, 339 en 345 van R.C. Singleton bevatten
verscheidene FFT-procedures. Procedure FFT (uit alg.339) is bruikbaar
voor elke N, procedures FFT2, REVFFT2 (uit alg.338), FFT4, FFTS8,
REVFFT4 en REVFFTY (uit alg.345) in combinatie met REORDER of
REVERSEBINARY zijn bruikbaar voor N = 2™, Alle procedures voeren een
complexe Fourier transformatie uit volgens definitie (2.2). FFT2,

FFT4 en FFT8 zijn onderling uitwisselbaar, evenzo voor REVFFT2,
REVFFT4 en REVFFTS,

Laat N = N]xNsz3

definieer: ag(i) = a(pxNxNy + ixN, + q) i = 0,1,2,...,N,-1

waarbij p € 2 mod Nl

q € Z mod N3

voor aanroep: Re(a(n)) in A[n]
Im(a(n)) in B[n]
A,B gedeclareerd als [0:N-1]
aanroep luidt: FFT(A,B,N,N_,N_xN,);
P 2272773
na uitvoering: Re(af’l(i)) in A[prsz3 + ixNy + q
AT . i
Im(aq(l)) in B[prsz3 ix 3 q]

L. m
indien N2 = 2= kan de aanrocep ook vervangen worden door:

FFT4 (A, B,N,m, N %N,) 5
REORDER(A,B,N,m,NZxN3,false);

of: REORDER(A,B,N,m,Nsz3,false);

REVFFT&(A,B,N,m,N3);
indien N]=N3=l en N2=N » dan wordt het bovenstaande:
voor aanroep: Re(a(n)) in A[n]

Im(a(n)) in B[n]

A,B gedeclareerd als[0:N-1]
aanroep luidt:  FFT(A,B,N,N,N)
na uitvoering: Re(d(n)) in A[n]

Im(3(n)) in B[n]
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e s m
indien N = 2" kan de aanroep ook vervangen worden door:

of:

FFT4(A,B,N,m,N);

REVERSEBINARY (A, B,m) ;
REVERSEBINARY (A,B,m) .
REVFFT4 (A,B,N,m,1);

Bovenstaande aanroepen zijn bedoeld voor de transformatie van

complexe functies. Vaak zal men echter geinteresseerd zijn in de Fourier-

transformatie van reeele functies. Eenvoudigweg het imaginaire deel nul

maken (array B met nullen vullen) is minder efficient. Het volgende

hoofdstuk handelt hierover.

Hieronder volgt een tabel met enkele gemeten rekentijden op de EL-X8.

Klasfou is een procedure die de IDFT berekent m.b.v. de definierende
formule (2.2)

64
128
256
512

1024

REVERSEBINARY FFT4
0.05 0.23
0.10 0.61
0.22 1.24
0.43 3.02
0.87 6.14

De rekentijd van FFT4 + REVERSEBINARY is ongeveer

De rekentijd van FFT is ongeveer

waarbij N = PIPyesesPp (pi priem)

FFT

0.37
0.87

4.28
9.04

REVFFT4

0.25
0.65
1.32
3.26
6.62

N(pl+p2+....+pk)

2200

K1

2
9
38

2m
29

N
00

asfou

5.9

3.8

4.5

0
tijden in
seconden

sec.

sec.

De FFT-procedures zijn ook bruikbaar voor meerdimensionale Fourier trans-

formaties. Aanroep in het geval van dimensie=2:

(zie ook definitie 2.28)

voor

aanroep:

aanroep luidt:

na uitvoering:

Re(a(k,1)) in AfkxQ+1]
Im(a(k,1l)) in B[ka+1]

FFT(A,B,PxQ,P,PXQ);

FFT(A,B,PxQ,Q,0);
Re(d(k,1)) in A[kxQ+1]
Im(d(k,1)) in B(kxQ+1]
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6. De berekening van sinus- en cosinusco&fficisnten m.b.v. de FFT

Laat f(n) ¢ Z voor alle n € Z mod N,
Definieer M zodanig dat 2M = N indien N is even
en 2M+] = N indien N is oneven.

We kunnen nu sinus- en cosinusco&fficiénten a en bk definiéren:

1 N-1 nk
6.1) a =% I f(n) cos(2m=)
N N
n=0
N-1
. 1 . .. _nk
(6.2) b == I f(n) sin(2m) k =0,1,2,.....,M
k N =0 N

In het geval dat N is even zijn b0=0 en bM=O. Indien N is oneven

dan alleen b0=0.

Het verband tussen de f(n) en de a, en bk is:

Bg M-l nk k,
(6.3) indien N even: f(n) = 5 + kf] akcos(Zﬂﬁ—) + bksin(Zﬂﬁ—) +--2-—(~1)n
a M~1
(6.4) indien N oneven: f(n) = Y + I akcos(ZWEE) + b sin(ZWEK)
2 k=1 N k N

- v
Het verband tussen de a_ en bk en de ¥ en f is:

2 2 4
(6.5) a =% Re(f(k)) = 2 Re(f(k))

b 2 ~ b4
(6.6) 'k = ﬁ-lm(f(k)) ==2 Im(£f(k)) k =0.1.2.,...,M

Hierdoor is de IDFTN bruikbaar om deze sinus- en cosinuscoéfficiénten

te berekenen. Er zijn doordat f reédel is, mogelijkheden om ? nog effi-
ciénter te berekenen. In algorithme | worden twee re&le transformaties
uitgevoerd met behulp van &&n IDFTN. In algorithme 2 wordt één reéele
transformatie uitgevoerd met behulp van &&n IDFTy. Voorwaarde voor

algorithme 2 is dat N is even.

algorithme |

X A
1fl=

f],f2 reéel, dus f1=fl fl evenzo voor f2'



definieer g = f‘

6.7

< &
(6.8) @= g =

~
g = fl + 1.f2 =

_IS_

A LA
fl + 1.f2

fl + l.E, = g‘::T;\~= £~ 1

2 1 2 1

uit (6.7) en (6.8) volgt:

©.9) T =&+

ixX A
£, =5 -8

+ i.f2 » dan kunnen we op g de IDFTN toepassen (i2=—|)

Dit algorithme vertaald in Algol-60 is:

procedure REALTWIN(F},F2,n): integer n; array Fi,F2;

voor aanroep.

aanroep luidt:

na uitvoering:

£,(n) in Fi[n]
fz(n) in FZ[h]
Fl, F2 gedeclareerd
FFI(F1,F2,N,N,N);

REALTWIN(F1,F2,N);

a in F1[k] voor k=
b, in FI[N-K] k=

n=

waarbij a en bk de

van f]

Evenzo voor f2 en F2

0,1,2,...,N-]
als [0:N-1]

0,1...,M
0,1, .., M=1(,H)

sinus- en cosinuscoéfficiénten

Dit algorithme kan ook omgekeerd worden, dus uit twee stellen Fourier-

coéfficiénten twee redele functies bepalen. Dit gaat met

procedure COEFTWIN(F1,F2,n); integer n; array FI,F2;

Voor aanroep:

aanroep luidt:

na uitvoering:

algoritame 2

f reéel, dus f = £

a, in F1[k]
b, in F1[N-k]
evenzo voor F2
COEFTWIN(F1,F2,N);
FFTI(F!,F2,N,N,N);
£,(n) in F1[n]
fz(n) in F2[n]

voor k=

k=

n=

T-7

en

0,1,...,M
0,1,...,M-1(,M)

0,1,...,N-1
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Laat verder N = 2M
Definieer: fl(n) = f(2n)
fz(n) = f(2n+l) n=20,1,...,M1
Definieer g = fl + i.fz » .dan kunnen we op g de IDFTM toepassen.
A

Fa
Met behulp van algorithme 1 vinden we fI en f2 .

. . ~ P N
Volgens stelling (3.5) is dan f(n) = fl(n) + eN(n).fz(n) met

n=20,I,...,N-1 , waarbij de n bij f en ey gelnterpreteerd moet worden
mod N, maar bij fl en f2 als mod M.

In Algol-60 wordt dit algorithme gerealiseerd door:
Pprocedure REALTRAN(A,B,n,evaluate);
integer n; boolean evaluate; array A,B;

voor aanroep: £f(2n) in A[n]
£(2n+1)  in B[n]
arrays A en B gedeclareerd als [O:Mﬂ
de aanroep luidt: FFT(A,B,M,M,M);
REALTRAN(A,B,M,false) ;
na uitvoering: X N in Afk]
bX N in B[k] k=0,l,...,M N=2M

bit algorithme kan ook omgekeerd worden, dus uit een stel fFourier-

coéfficiénten de regele functie bepalen.

Voor aanroep: ta, in A[k]
+b, in 8[k] k=0,1,...,M
aanroep luidt: REALTRAN (A,B,M,true);

for i:=0,i+1 while i<M do B[i]:= -B[i];
FFT(A,B,M,M,M);
na uitvoering: +2%Xf(2n) in A[n]

=2x£f(2n+1) 1in B[n]
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7. Het verband tussen de continue en de discrete Fourier-transformatie

We kunnen drie Fourier-transformaties definiéren:

(1) de continue Fourier-transformatie

7.1 © oK) = [ x(r) e2Mift 44 £,t ¢ R
(7.2) = [ x(t) cos(2nft)dt+ i . [ x(t) sin(2nft) dr

(ii) de oneind@gg discrete Fourier—transformatie

+oo N
(7.3) X (£) = £ x(r) e2"ift fe[-4,+1], teaz
t= -~

(iii)de eindige discrete Fourier-transformatie

o

N-1 .
(7.4) () = £ x(t) e2MEt/N £,t ¢ Z mod N
t=0

De invérses van deze transformaties zijn:

(7.5) van (1):  x(t) = [ xF(f) e 2T 4

(7.6) van (ii):  x(t) = | «F(g) o 2MEE g

N-1 ,
(7.7) van (iii):. x(t) = % I xF(f) e 2nift/N
f=0

We zullen in dit hoofdstuk de'Fourieq;gecransformeerden van x (t) aan
geven met xF(f). Welke transformatie beéoeld wordt blijkt uit het defi-
nitiegebiéd van f en t.

Er wordt verder niet ingegaan op de vraae nﬁder'wplbn condities hovenstaande
getransformeerden bestaan en onderstaande stellingen gelden. Indien bv.

x(t) periodiek, dan is het duidelijk dat de integraal van (7.1) niet
bestaat voor bepaalde f. Periodieke signalen pakt men aan met sinus-

en cosinuscoéfficiénten die analoog gedefinieerd worden als de Fourier-
coéfficignten in hoofdstuk 6 (Een werkwijze die neerkomt op de inverse

transformatie van (ii) ).



_]8-

Beschouw x(t) en laat: xF(f) = a(f) , f,t e R

Definieer: x, () = At.x(j.At) je2
° T
XZ(J) = At, kfmw X(j.At+kT) j € Z mod i
o
a (£) I a(fF+kF) £fe [-4,+4]
™ .
ay(j) = kf_m a(j.Af+nF) j€2mod ¢
L 1. F _
Nu is indien F b vk x, () = a (f) £fe [-4,+4]
en indien T = 4— en F = 4 ; xF(') = a_(j) j € 2 mod L
AT A - ¥4 24 AtAE

Voorbeeld van een toepassing:

Laat x(t) = 10 e3t.sin(2nt) voor t:ﬁ[b,+w}

= () voor t € E*”,O]
= l_ =
We nemen At = 33 en T 3.
. oy oo b . 1 .
Nu is: XZ(J) V) k::_@ x(j/32 + 3k) = 13 x(j/32)

(de laatste gelijkheid aangezien x(t) zeer snel naar nul gaat)

Als we nu op x,(3) = %7 (3/32) (j=0,1,..,95) transformatie (iii) toe-
passen, d?? krijgen we dus een benadering voor a,. Aangezien voor grote f
deEgprier{éetransformeerde snel naar nul gaat zal az(j)_z a(j.af) = a(j/3)
Opmerking: Van vele meetreeksen, bv. een eindig seismisch signaal is het
bekend dat de€purier—%etransformeerde voor grote f nul wordt vanwege res-
ponsietijden van insérumenten.

Wil men waarden van a(f) ook op meer dan 96 punten berekenen, dan kan
dat ‘door nullen toe te voegen aan de 96 x(t)-waarden en daarop een Fourier-
transformatie volgens (iii) met grotere N uit te voeren. .

Een stuk van een programma waarbij de 96 x(t)-waarden met een getallen-

band worden ingevoerd luidt:
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for i:=0,i+1 while i<48 do

begin A[i]:=READ; B[i]:=READ

end;

for i:=48,i+1 while i<200 do A[i]:=B[i]:=0;
FFT(A,B,200,200,200) ; REALTRAN(A,B,200,false) ;
scale:=1/64;

for i:=0,i+l while i<200 do

begin A[i]:= Afi]xscale; B[i]:= B[i]xscale

end;
Vermenigvuldigen met 1/64 was nodig vanwege t = 1/32 en een schaal-
faktor } wegens het gebruik van REALTRAN,

Nu staat in A[i]de berekende waarde van Re(a(ix0.08))

en in B[i]de berekende waarde van Im(a(ix0.08))

Voor £ = 0 (0.08) 2.40 hebben we de met het bovenstaande programma

berekende waarden vergeleken met analytisch berekende waarden.

RE(A(F)) IMCA(F))

F ANALYT, BEREKEND ANALYT, BEREKEND
.00 +1.296 +1.,291 +,0000 -,0000
.08 +1.298 +1.,293 +.0812 +,0810
.16 +1,303 +1,298 +,1655 +.1655
.24 +1.310 +1.,305 +,2565 +.2566
.32 +1.317 +1.312 +,3575 +,3575
.40 +1,321 +1,316 +.,4726 +.,4724
.48 +1.317 +1,312 +.6053 +,6053
.56 +1.297 +1,292 +,7585 +.,7587
.64 +1.248 +1,243 +.9324 +,9323
.72 +1.157 +1,152 +1.,1209 +1.,1207
.80 +1.007 +1,002 +1,3083 +1.3084
.88 +.792 +,786 +1.4667 +1.4668
.96 +.,522 +.517 +1.5617 +1.,5616

1.04 +.231 +,226 +1.5685 +1,5683
1.12 -.037 -.042 +1,4872 41,4873
1.20 -.248 -,254 +1,3429 +1,3430
1.28 -.393 -.398 +1,1702 +1.,1700
1.36 -.477 -.482 +,9971 +.9970
1.44 -.516 -.52?2 +,8398 +.8399
1.52 -.525 ~.531 +,7046 +,7047
1.60 -.516 -.521 +,5918  +,5917
1.68 -.496 -.501 +,4991 +.4990
1.76 -.471 -~.476 +,4232 +,4233
1.84 -.444 -.449 +,3612 +,3612
1.92 -.416 -.421 +.3103 +,3102
2.00 -.389 -.394 +,2682 +,2682
2.08 -.364 -,369 +,2334 +,2334
2.16 -.340 ~.346 +.2043 +.2043
2.24 -.319 ~-,324 +.1798 +.1797
2.32 -.298 ~.303 +.1591 +.1590
2.40 -.280 -.285 +.1414 +.1414
2.48 -.263 -.268 +,1263 +.1263
2.56 -.247 -.,252 +,1133 +.1133
2.64 -.232 -.,238 +.1020 +,1020
2.72 -.219 -.,224 +.0922 +.0922
2.80 -.207 -,212 +.0837 +,0837
2.88 -.196 -.201 +,0761 +,0761
2.96 -.185 -.190 +,0695 +.0694
3.04 -.176 -,181 +,0636 +,0636
3.12 -.167 -.172 +,0584 +,05384
3.20 -.158 -.164 +.0537 +.0537
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8. De procedures COVSPFK en FOUSPEK.

De procedures COVSPEK en FOUSPEK zijn rekenprocedures om tot
schattingen te komen van het variantiespectrum van een reéelwaardig
zwak stationair stochastisch proces. Uitgebreide theorie hierover vindt
men in Harris (19), Grenander en Rosenblatt (20) en Doob(21). We zullen
in het kort enkele begrippen uit de spectraalanalyse geven, zonder op
de problemen in te gaan tot het verkrijgen van consistente schatters

(de procedures geven alleen een oplossing voor reken- en efficiéntie-

problemen!).

Laat g go(t) . E](t) s ceeesees ,.Enf_l(t)}een stochastisch vektor-

proces zijn van dimensie nf. Een onderstreept symbool stelt een complexe
stochastische variabele voor. We zullen teZ beschouwen. Het continue
geval loopt geheel analoog, zie Doob (21).

We definiéren:

ij - —
(8.1) ¢ et =B Cag(ep) 3 () )
waarbij E de verwachtingsoperator is,

Een proces heet zwak stationair indien:
(i) E Ei(t) =c (constante)
(ii) ¢ is een functie van tz*tl , dus ClJ(tl+k,t +k) = ClJ(t],tz)
We zullen voortaan in het geval van zwakke stationariteit schrijven

1J(lag) met lag=t. -t, .

VAR

Zonder de algemeenheid van de theorie tekort te doen kunnen we stellen
dat ¢ =0 (i=0,1,...,nf~1).

1
j wordt autocovariantiefunctie genoemd indien i=j en kru1scovarlant1e-
functie indien i#j.

Het spectrum van een zwak stationair proces wordt als volgt gedefinieerd:

.. +o .. .
@2 s = 3 cHaag ST pey ]
g=-m

S i] noemen we autospectrum indien i=j en krulsspectrum 1nd1en i#3.
Aangezien C J(lag) = C “( lag) oftewel ¢t = ¢t is s*t = gt , dus het

autospectrum is redel. Kruisspectra zijn echter complex, ook als het

proces regelwaardig is. Re(S'J) noemen we het kwadratuurspectrum en Im(SJ)
het cospectrum.



Indien we een reallsatxe van het vektorproces hebben voor t=0, 1,2

9o e

, =1 kunnen we C i] als volgt schatten:

) T-lag-1
z
T-lag t=0

(8.3) Cij(lag) = ai(t) aj(t+1ag) (lag > 0)

In de formule (8.3) wordt T:%EE ook wel vervangen door J.Dit heeft

1
als nadeel dat de schatter niet meer zuiver is, doch heeft ook voordelen,
zodat vele auteurs hieraan de voorkeur geven. Zie hiervoor Parzen (23).
Door C i te schatten voor laggM en C 1] nul te stellen voor lag>M

kunnen we S i schatten met IDFTZM(C ) voor f = 0,+~— ;M’*%ﬂ"" —?M .
Deze methode van schatten (in de literatuur de Blackman- Tukey-methode
genoemd) wordt door de procedure COVSPEK ultgevoerd.
Vaak wordt de geschatte covariantiefunctie nog vermenigvuldigd met
een gewichtsfunctie (voor redenen hiervoor zie Blackman en Tukey (16)
en Parzen (23)). Hieroader volgen de definities van de in de procedure

COVSPEK ter beschikking staande gewichtsfuncties.

laat u = l%&

&

(8.4.0)  RECTAN ho(u) =1 |ul<l
=0 [u]>1
(8.4.1)  HANNING by (u) = j(l+cosmu) lu| <l
= 0 |ul>1
(8.4.2)  BARILETT hy(u) =1 - |ul [u| <!
=0 |u|>l
. 2 3
(8.4.3)  PARZEN hy(u) = 1 - 6u” + 6]u] lul< 1
=200 -|u? b <lulg !
=0 lul>

ij ..
Het berekenen van de geschatte C ) kost nogal wat rekentijd. Met
behulp van het FFl-algorithme kan dit sneller (mits M en T groot genoeg).
Voor het rekenwerk definidren we ai(t) = 0 voor t>T

Laat lim = entier ((T-1)/M), dan

| lim (k*1)M-]

C -~ (lag) T o tEkM ai(t) aj(t+1ag)
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definieer:
(8.5) aik(n) = ai(n + kM) n=20,1,2,...,2M~1
(8.6) agk(n) = ai(n + kM) wvoor n = 0,1,2,...,M-1
=0 voor n = M,M+1,M+2,...,2M~-1
ij 1 lim 2M-} 0 —_—
dan: C"“(lag) = 5 kgo £=0 aik(n) ajk(n+1ag) lag = 0,1,2,...,M
1 lim 0 ~
=T o (G 2y (Lae)
] lim 0 P
=T o DFlan(ag% e (lag)
1 Um O
T k2o PFTon(®ik 025k (1ag)

(8.7) - dopr (" (f’\ 0o )(lag)  lag = 0,1,2 M
T O oMt 1 20 ik dk 2halaeees
. 0 0
verder 1s Ajk = ajk + aj(k+l)*“M
A OO = n
(8.8) dus ajk = ajk + aj(kﬂ).e2 N.B. ez(n) = (-1)
A\

We kunnen dus door alle a?k te berekenen, daarna wat vermenigvuldi-

gingen en sommaties en een Fourier-transformatie terug de covariantie-

functie berekenen.

De procedure FOUSPEK werkt volgens een door Welch (15) ontwikkelde

schattingstechniek. Hieronder volgt een korte beschrijving.

definieer: ajk(n) = aj(n + k¥Xstap) X wd(n) n=20,1,2,...,2M~1]
ajk stelt dus een datasegment van een lengte 2M voor dat gewogen is

met een "data-window'.
Laat lim = entier ((T-2M)/stap),

een schatting voor SlJ(n/ZM) is dan:

lim A = 2M-1 2 .
(8.9) [ kEO aik(n).ajk(n) ] / [ 150 wd“(1) x (lim+1) ] n=0,+1,+2,.,.
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De in de procedure FOUSPEK ter beschikking staande data-windows

zijn als volgt gedefinieerd:

M-4-n
laat u N
(8.10.0) RECTAN wdy(n) = 1 luls 1
= ( |u|> 1
(8.10.1) HANNING- wd (n) =1 - u2 fuig 1
achtlg =0 |U|> )
(8.10.3) PARZEN-  wd (n) = I- |u luls !
achtlg =0 lul) 1

De ervaringen met data-windows (8.10.1) en (8.10.3) zijn niet zo best.
Een betere aanpak lijkt het gebruik van (8.10.0) met smoothing achteraf
van het spectrum met coéffici&nten {,},i(hanning). Hiervoor kan men gebruik

maken van de procedure SMOOTH.

De procedure COVSPEK en FOUSPEK verwerken gegevens die op een achter-
grondgeheugen staan, in het geval EL-X8 van het KNMI is dit de drum.Dit
heeft als voordeel dat er geen beperkingen zijn voor de lengte T van de
tijdreeks, doch alleen voor de keuze van M. COVSPEK heeft een geheugen-
ruimte nodig van ong. (2+nf)xnfxlagxs + M + 250 (EL~X8)-woorden. Voor
FOUSPEK is dit ong. (2+nf)xnfxlagx2 + 2M + 250 . Dit wil zeggen dat
op de EL-X38 de maximale keuze voor M bij toepassing van COVSPEK is
2048x2"™F en bij toepassing FOUSPEK 4096x2 °f |
Verdere beperkingen zijn:

M moet een macht van 2 zijn.

nf ¢ {1,2,3,4}

Voor aanroep moeten de gegevens dus eerst op de drum gezet worden,
hetgeen het beste in een binnenblok kan gebeuren, zodat de hiervoor te
gebruiken geheugenruimte bij aanroep van FOUSPEK of COVSPEK weer ter
beschikking kan zijn. In dat binnenblok declareren we een array
FL[0:nf-1,0:T-1], waarna ag(ct) in FL [i.d komt.

volgende statements op de drum gezet:

Dit array wordt met de

outarray(drum,adres,FL); hold(FL);
waarbij adres als integer is gedeclareerd en de adresplaats bevat vanaf

waar FL wordt weggezet op de drum.
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De aanroep van COVSPEK luidt:
COVSPEK(nf,M, adres,weg,T,window) ;
waarbij weg als integer is gedeclareerd en de adresplaats bevat vanaf
waar de procedure de resultaten op drum moet wegzetten, window is ook

een integer en geeft aan dat de gewichtsfunctie (8.4.window) gebruikt

moet worden.
De aanroep van FOUSPEK luidt:
FOUSPEK(nf,H, adres,weg,T,window,stap) ;
waarbij window aangeeft dat data-window (8.10.window) gebruikt moet
worden.

" De resultaten zijn op te halen door de aanroepen:
GETCOV(C,weg,nf,M); (alleen in geval van gebruik COVSPEK)
GETSPEK(S,weg,nf,M) ;

waarbij §,C gedeclareerd zijn als array [b:(M+l)XnEan - l] .

Na uitvoering staat:
ClJ(lag) in C[lagxnfxnf + ixnf + j] lag = 0,1,2,...,M

Re (s (k/21)) in S[kxnfxaf + ixnf + j] i<
k =0,1,2,...,M
In(s*3(k/2) in S[kmExnf + jxnf + i) i<j
k =0,1,2,...,M
Het ophalen van de resultaten en de eventuele presentatie ervan kan
ook weer gebeuren in een binnenblok, zodat de procedure COVSPEK en
FOLSPEK zoveel mogelijk geheugenruimte tot hun beschikking hebben.
In de tabel hieronder vermelden we enkele op de EL-X8 gemeten reken-
tijden van procedure COVSPEK voor T = 1024. (Rekentijden van beide
procedures zijn evenredig met T). De rekentijden voor FOUSPEK (met stap

= M) zijn ong. 0,4X de rekentijden van COVSPEK.

h SR

32 | 12 246 39 56

64 13 26 43 64

126 l6 35 60 91 rekentijden in seconden.
256 21 48 85 XX
512 34 83 XX XX
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Le aanroep van SMOOTH kan gebeuren na FOUSPEK met window=0 en GETSPEK,
waarna de aanroep luidt:

SMOOTH(S,M,nf,0.25,0.5,0.25) ;

Bij gebruik van procedure COVSPEK moeten tevens worden gedeclareerd
de procedures FFT4, REVFFT4, UNSCRAMBEL, VUL, OPSLAG, WINDOW. Bij gebruik

FOUSPEK is dit de procedure REVFFT4. Deze procedures worden door COVSPEK
resp. FOUSPEK zelf aangeroepen.

Hieronder volgt nog een tabel met de benodigde geheugenruimtes in

EL-X8-woorden voor de procedures zelf.

FFT4 576 REVFFT4 516

REVFFT4 516 FOUSPEK 1520

UNSCRAMBEL 274 SMOOTH 161

VUL 232

OPSLAG 942 ;g;g;él(_pakke . 2197

WINDOW 256

COVSPEK 1193 FFT 2919

GETCOV 38 REALTWIN 129
COEFTWIN 149

totaal 4048 REALTRAN 216

COVSPEK—-pakket
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Voorbeelden van gebruik procedures COVSPEK en FOUSPEK

1. Golfspectra

Van de afdeling Oceanografisch Onderzoek (00) werd een reeks golfmetingen
bewerkt met de procedures. Deze reeks was door deé afdeling 00 reeds zelf
bewerkt volgens de FOUSPEK-methode (met stap=2M, window=0, T=3328, hanning
achteraf). Resultaten met de procedure FOUSPEK kwamen overeen met de
resultaten van afdeling 00,

Met de procedure COVSPEK is de reeks ook bewerkt. De resultaten hiervan
gebruiken we nu ter illustratie van het gebruik van gewichtsfuncties.

Fig. 8,9,10,11 geven de resultaten na gebruikmaking van resp. RECTAN,
HANNING, BARTLETT en PARZEN. Verbindingslijnen in de grafieken zijn

alleen getrokken om de interpretatie te vergemakkelijken en hebben dus

geen betekenis.
Spectra van kunstmatig gegenereerde tijdreeksen.

Met behulp van een methode beschreven in Levert en Van Calen (24) is een

autoregressieve tijdreeks gegenereerd volgens de vergelijking:

a(t) = 0.75a(t-1) - 0.50a(t-2) + €

waarbij e, een stochastische variabele is met normale verdeling, zodat

E e = 0 en [E Et]‘ etz = 0 indien £ # t,
=0.5625 indien t, = t

1 2

Voor dit proces kan men het theoretische spectrum berekenen. De variantie
van het proces zelf is 1. Van dit proces hebben we meerdere realisaties
gegenereerd van lengte 2500. In de grafieken van fig. 12 t/m 17 zien we
telkens het met de procedure COVSPEK ( M=64, window=3 ) berekende spectrum
(aangeduid metx ) en het theoretische spectrum (aangeduid met o).

Fig. 18 geeft een realisatie van dit autoregressieve proces.
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3. Windspektra.

Met de procedure COVSPEK is het autospektrum berekent (met T=1194 en
window=1, dus hanning) van de horizontale windcomponent langs de gemid-
delde windrichting bij een gemiddelde windsnelheid van 13 m/sec.

De voor deze berekening benodigde meetreeks is afkomstig van een trivaan-
meting van de onderafdeling Fysische Meteorologie. De berekende waarden
zijn op een log-log grafiek uitgezet. De cijfers geven het aantal schattin-
gen op die plaats aan. De berekening is uitgevoerd met meerdere waarden
van M. In fip. 19 is M=32 en in fig. 20 is M=128. We zien dat bij groter
wordende M het oplossend vermogen toeneemt, maar dat tegelijkertijd de
variantie van de schattingen ook groter wordt en daarmee de betrouwbaarheid
van de schattingen afneemt, In de figuren zijn 1ijnen petrokken met rich-
tingscoefficient -5/3 wegens het theoretisch te verwachten gedrag van de

5/3

spectrale dichtheid als c.f aan de kant van de hoge frequenties.
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10. Appendix: teksten van de Algol-60-procedures

Voor de teksten van de procedures FFT, FFT2, FFT8, REVFFT2, REVFFT3,
KEORDER wordt verwezen naar de Collected Algorithms from C.A.C.M.
(Singleton (14)).

teksten van: FFT4
REVFFT4
UNSCRAMBEL
VUL
OPSLAG
WINDOW
COVSPEK
GETCOV
GETSPEK

FOUSPEK
SMOOTH

REALTWIN
COEFTWIN
REALTRAN
REVERSEBINARY
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procedure FFT4(A,B,n,m,ks); value n,mks; integer n,m,ks; array A,B;
begin  integer kO,k1,k2,k3,k,span;
resl  AO,A1,A2,A3,B0,B1,B2,B3,re,1m,
rad,dc,ds,cl,c2,c3,81,82,83;
span:=ks; ks:=2\m; red:= L.Oxarctan(1.0)/ks;
ks :=span:ks; n:-n-f; ke=m;
for m:=m-2 yhile 0 do

begin c1:=1,0; 81:=0; kO:=0; k:=ks; dc:=2,0xsin(rad))2;
rad:=rad+rad; ds:ssin(rad); rad:=rad+rad; smn:-spen_:_h;
1a: - k1 :=kO+span; k2:=kl+span; k3:=k2+span;

AO:=A[k0]; BO:=B[kO];

Av:=A[Kk1]; Bi1:=B(k1];

A2:=A[Kk2]; B2:=B[K2];

A3:=A[k3]; B3:=B[k3];

A[XO]:=AO+A1+A2+A3;

B[kO):=BO+B1+B2+B3;

if s1=0 then

begin  Afk1]:=AO+A2-A1-A3; B[k1 ]:=BO+B2-B1-B3;
A[k2]:mAC-A2-B14B3; B[k2]:=BO-B2+A1-A3;
A[k3]:=A0-A2+B1-B3; B[k3]:=BO-B2-A1+A3;

end

else

begin re:=AO+A2-A1-A3; im:=BO+B2-B1-B3;
Ak ]:mrexc2-1inxs2; B[kl ):=rexs2+imxc2;
re:=A0-A2-B1+B3; im:=BO-B2+A1-A3;
A[k2]:mrexcl—inxs1; B[k2]:=rexal+inmxcl;
re:=A0-A2+B1-B3; im:=BO-B2-A1+A3;
A[k3]:mrexc3—imxs3; B[k3]:=rexs3+imxc3;

end;

kO:=k3+span; 1f kO<n then goto la;

kO:=kO-n;  if kOpk then goto La;

if kOpspan then

.begin  c2:mc1—(dcXel+dsxst);
s1:=(dsXcl—dcXal )+s1; cl:mc2;
c2:meI\2-81A2; 82:=2.0Xc1Xs1;
c3:=c2Xe1-82X81; 83:mc2X814+82Xel 3
ki=k+ks; goto La
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k:=ms
end;
if k4O then
begin span:=span:2; kO:=0;

: :wkO+span; AO:=A(k2]; BO:=B[k2];
A[x2]:=A[k0]-A0; A[KkO]:=A[KOJ+AO;
B[k2]:=B[k0]-BO; B[kO):=B[k0]+BO;
kO:=k2+span; if kO<n then goto Ib;
kO:=kO-n; if kOpspan then goto Ib

end
end FFT4;

brocedure REVFFT4(A,B,n,m, ks); Yalue n,m,ks; integer n,m,ks; arrey A,B;
begin  integer kO,k1,k2,k3,k,span;
real  AO,A1,A2,A3,B0,B1,B2,B3,
rad,de,ds,c1,c2,c3,81,82,83;
rad:=h, Oxarctan(1.0); n:sn-1; kO:=0; span:=ks;
if (m:2)xefm then
begin
1a: k2:=kO+span; AO:=A[k2]; BO:=B[k2];
A[x2]:=A[k0]-A0; A[kO]):mA[kO]+AO;
B[k2]:=B[k0]-B0O; B[kO]:=B[k0]+BO;
kO:=k2+span; if kO<n then goto La;
kO:=kO-n; if kOfspan then goto La;
span:=gpan+span; rad:=0, 5Xrad
end;
for m:=m-2 while m>0 do
cl:=1.0; 81:=0; kO:=0; rad:=0.25xXred;
dc:=2.0xsin(rad)A2; ds:=sin(rad+rad); k:m=ks;
Ib: k1:=kO+span; k2:=k1+span; k3:=k2+span;
AO:=A[kO]; BO:=B[X0];
1f s1=0 then
begin A2:=A[k1); B2:sB[k1];
A3:=A[k3]; B3:=B[Kk3];
Al:=A[Kk2]; B1:=B[K2];

;
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else

begin  A2:=A(k1 Ixc2-B[k1 Ixs2; B2:wA[k1 IXa2+B[k1 xc2;
Al:mA[k2xe1-B[k2]xs1; B1:mA[K2Ix814B[Kk2]Xe1;
A3:mA[Kk31xe3-B[k3]xs3; B3:mwaA[k3Ixs3+B[k3 Xc3;
end;
A[kO]:=AO+A2+A14A3; B[XO]:=BO+B2+B1+B3;
A[k1]):=A0-A2-B14B3; B[k1):=BO-B2+A1-A3;
A[k2]:=A0+A2-A1-A3; B[k2):=BO+B2-B1-B3;
A[k3]:=A0-A2+B1-B3; B[k3]:=BO-B2-A14A3;
kO:=k3+span; if kO<h then goto Lb;
kO:=kO-n;  if kO¥k then goto Ibj
1f KOpspan then
begin c2:mc1-(dexcl+dsxal);
81 :=(dsXcl—dexs1 )+s1; ¢l twc2;
c2:mcI\2-s1A2; 52:=2,0Xc1X81;
e3:=e2Xc1-82X31; 83:me2Xs14+82Xcel
t=kiks; goto Ib
end;
span:=lxspan;

comment deze procedure is een generalisatie van REALTRAN;
procedure UNSCRAMBEL (R,I,n,nf,evaluate);
value n,nf,evaluate; integer n,nf; boolean evaluste; array R,I;
begin integer nh,J,k1,k2;
real aa,8b,ba,bb,re,im,ck,sk,de,ds;
nh:m:2; ds:=2.0mtXarctan(1.0)/n; cik:=1.0;
de:=2,.0xsin(ds)2; ds:=sin(ds+ds); sk:=O0;
if evaluate then begin ckiw—ck; ds:=-ds end
else begin for §:=0,J+1 while j<nf do
begin Rin+jl:=sR{J]; Iln+3l:=Ily]
end
end;
Kl:mj:20; kD:mn;
L: aa:=R[k1 J+R[k2]; ab:=R[k1 J-R[k2];
ba:=I[k1 +I[k2]; bb:=I[k1]-I[k2];
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re:=ckxba+skxab; im:=skxXba—ckxab;
I[k2]:=in-bb; I[k1]:=imbb;
R[k2]:=aa-re; R[k1]:=aa+re;
k2:=k2+1; Kk1imkl41; Jimisls
if j<af then goto L; J:=0;
aa:=ck~(dcxck+dsxsk);
sk:=(dsxck-dexsk)+sk;
ck:man; k2:mn.kil;
£ KIwh then goto L

end  UNSCRAMBEL;

procedure VUL(R,I,bitrev,lag,nf,index);
integer lag,nf,index; integer array bitrev; array R,I;
begin  integer 11,12,121,§,1,1lagnf,nf2; real t;
lagnf:=legxnf; nf2:snf4nf; 12:=0;
inarray(drum,index,R); hold(R);
rep: 11:=bitrev[12:nf2]xnf2; 121:=124nf;
for §:=0,3+1 vhile J<nf do I[11+)):=R[121+3]3
Af 1112 then goto goon;
for J:=0,3+1 while j<nf do
begin  t:=R[11+3]; R[11+3):=R[12+]]; R[12+]):mt end;
goon:  12:=124nf2;
if 12<aguf then goto rep;
for j1:=nf J14nf2 while J1<lagnf do
for J:= 0,J+1 while J<nf do R[J1+J):=I[J1+3]:=0
end  VUL;

procedure OPSIAG(R1,I1,R2,I2,0R,0I,lag,nf);
value lag,nf; integer lag,nf; array RI ,R2,I1,12,0R,01;
begin integer k,Inf0,knf1 knf2,knf3,L,k1;
real r10,r11,r12,r13,r20,r21,r22,r23,110,111,112,113,120,121,122,123;

boolean bol;
switch IA:=10,L1,12,13; switch M:=MO, M1 M2 ,M3;

switch N:=NO,N1,N2,N3; svitch 0:=00,01,02,03;
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bol:=false;
for k:=0,k+1 while k< lag do
begin InfO:=lonf; ki :=knfOxnf; bol:=Tbols goto LAlnf];
L3: knf3:=knf0+3; r13:=R1[inf3]; 113:=I1{Kknt3};
12: knf2:=knf0+2; r12:=R1[knf2]; 112:=11[knf2];
Li: knf1:=knfO+1; r11:=R1(knf1]; 111:=I1[knf1];
10: r10:=R1 [(knf0]; 110:=I1[knf0];
1f bol then goto MInf] else goto NInf];
M3: r23:=R2[knf3 J+r13; 123:=I2[knf3]+113;
M2: r22:=R2[inf2]+r12; 122:«T2[knr2]+112;
Mi: r21 :=R2[knf1 J+r11; 121:=I2{knf1 J44113
MO: r20:=R2[knf0]+r10; 120:=I2[knf0}+110; goto Olnf];
N3: r23:=r13-R2[knf3]; 123:=113.12[knr3];
N2: r22:=r12-R2[knf2]; 122:=112-T2{Knf2];
N1 r21:=r11-R2[knf1]; 121:=111-I2[xnf1];
NO: r20:=r10-R2[knf0]; 120:=110-I2(knf0}; goto O[nf];
03: L:=k1+3; OR[L]:m=r10xr23+110x123+0R[L];
OI[L]:mrioxi23-110xr23+0I[L];
L:sL+nf; OR[L]:=r11xr23+111%123+0R[L];
OI[L]:mr11x123-111xr23+0I[L];
L:=L+nf; OR[L]:=pr12¢r23+112¢123+0R[L];
OI[L):=r12x123-112xr23+0I{L];
Li=L#nf; OR[L]:wr13xr23+113x123+0R[L];
OI[L):=r13x123-113%r23+0I[L];
L:=L-1 ; OR[L]:=r13xr22+113x122+0R[L];
OI[L]:mr13x122-113xr22+0I[L];
OR[LJ:=r13xr21+113x121+0R[L];
OI[L]}:mr13x121-113xr21+40I[L];
L:=sL~1 ; OR[L]:=r13xr20+113x120+0R[L];
OI[L]:mr13x120-113xr20+0I[L];
02: L:mk142; OR[L]:=r10xr22+110x122+0R[L];
OI[L]:=r10x122-110xr22+0I[L];
L:=L4nf; OR[L]:wr11xr22+111x1224+0R[L];
OI[L]):=r11x122-111xr22+01[L];
L:=L+nf; OR[L]:=ri2xr22+112x122+0R[L];
OI[L]:=r12x122-112xr22+0I([L];
L:=L-1 ; OR[L]:=ri2xr21+112¢12140R[L];
OI[L]:=r12xi21-112¢r21+0I{L];

L:=L-1

.o
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L:=L~1 ; OR[L]:=r12xr20+112x120+0R[L];
OI[L]:=r12x120-112¢r20+01[L];
01: Limk141; OR[L]:=r10xr214110x121+0R[L];
OI[L]:=r10xi21-110¢r2140I[L];
LimI4nf; OR[L]:=r11xr21+111x121+0R[L];
OI[L]:mr11Xx121<111xr2140I([L];
Li=L~1 ; OR[L]:=r11xr20+111x120+0R[L];
OI[L]:=r11x120-111xr20+0I(L];
00: Li=k1 ; OR[L]:wr10xr20+110x120+0R[L];
OI[L]:=r10x120-110xr20+01(L];

end

end OPSIAG;

procedure WINDOW(A1,A2,1ag,nf,bitrev,windov);
value lag,nf; integer lag,nf,window; array A1,A2; integer array bitrev;
begin  integer lagh,1,J,11,11,12,112;
real fake,fako,pilag,qe,qo;
switch F:=F1,F2 F3;
1f window<0 V window>3 then goto S;
lagh:=lag:2; pilag:=arctan(1)/lagh;
for 1:=0,1+1 while 1<lagh do
begin  ii:=Danf; 12:wfi+11; 11:ubitrev(1]; 112:@11411;
goto Flwindowl;
F1: fake:=cos(112xpilag)\2; fako:=cos((112+1)xpilag)h2;
goto R;
F2: fake:=1-112/1ag; fako:=1-(112+1)/1ag;
goto R;
F3: qe:=112/lag; qo:=(112+1)/1ag;
fake:=1if 112<lagh then (qge-1)Xqexqex6+1 else 2x(1—qe)A3;
fako:=if 112<lagh then (qo-1)XqoXgox6+1 else 2x(1—qo)N3;
for J:=0,J+1 while j<nf do
begin A1[12+)]:mfakexAl[12+3];
A2[12+) ):=fakoxA2([12+]]

®

end

@
8
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procedure COVSPEK(nf,lag,adres,weg,nfl,window);

Yalue nf,lag,adres,nfl; integer nf,lag,adres,window,weg,nfl;

begin  integer m,n,f,f1,f2,11,11,12,1,4,111,121 ,nn,st,14m,

nf2,leg2,1egh,legnf,lagnf2,sp, nf22, ,nop, max,1n2,k;
boolean start;
real t;
array AR,AI,BR,BI[O:(lag+1)xnf—1],
OR,0I[0:(lag+1 >nfxnf-1];
integer array bitrev([O:lag:2-1];
n:=(entier(nfl/lag)+2)xlag;
mex:=adres+nnfx2; lagl:wlag+lag; lagh imlag:2;
nf2:=nfHXnf; lagnfi=lagxnf; 1n2:=lagnf+lagnf;
nop:=(lag+! )Xnf2; nf22:=nfo+nf2;
lagnf2:mlagnfxnf; sp:=lagnf2:2;
for 1:=0,1+1 while i<lagnf do AR[1]:=0;
outarray(drum,adres+nf1xnfx2,AR) ;
outarray(drum,adres+(nfl+leg)xnfx2 AR);
m:=0; for k:=leg,k:2 while k>1 do m:=m+1;
for 1:=0, 141 while 1<lagh do bitrev[i]:=0;
k:=0; nn:=1; st:=lagh:2;

LO: lim:=k+st+st;
for 1:=k+st,1+1 while 1<lim do bitrev(i]:=sbitrev[i]l+mn;
k:wlim; if k<lagh then gotc LO;
k:=0; nn:=nn+nn; stimst:2; if st>1 then goto 10;
for 1:=0, 1+1 yhile i<nop do OR[1]:=0I[1]:=0;
start:=false;

1 VUL(AR,AI,bitrev,lag,nf,adres); adres:=adres+In2;
REVFFTAL(AR,AT,lagnf,m nt); UNSCRAMBEL(AR,AI, lagnf,nf,false);
if start then goto L3 else start:-}gu_g;

12: VUL(BR,BI,bitrev,lag nf adres); adres:=adres+In2;
REVFFT4(BR,BI,lagnf,m,nf); UNSCRAMBEL(ER,BI,lagnf,nf,false);
OPSLAG(AR,AI,BR,BI,OR,0I,lag,nf);
1f adres<dmx then goto L1 else goto Lh;

13: OPSLAG(BR,BI,AR,AI,CR,0I,leg,nf);
if adres<wex then goto 12;

Lh: UNSCRAMBEL(OR, OI , 1agxnf2 nf2, true) ;
for 1:=0, 1+1 while i<nop do OI{1]:=0I[1];
FFTL4(OR,OI,lagxnf2,m, lagxnt2) ;
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£ :m8xlagxnfl;
for 1:=0, 141 while i<nop do
begin OR[1]:= OR[1]/f;
or(i):=-01[1]/t
end;
outarray(drum,weg,OR) 3 hold(OR); weg:=weg+nop+nop;
outarray(drum,weg,0I); hold(0I); weg:=weg+nop+nop;
for 1:=0,14+1 while i<nf2 do OR[1]:=0.5xOR[1];
WINDOW(CR,OI,lag,nf2,bitrev,window);
for 1:=1, 142 while 1<lag do
begin 1i:=i X nf2;
for j:=0,3+1 while j<nf2 do OR[11+3):=0I[11+]]:=0;
end;
REVFFT4(OR, 01, lagtf2,m,nf2);
UNSCRAMBEL(OR,OI , 1agxnf2,nf2,false) ;
for 1:=0, i1 while 1<lag do
begin 1i:=1 X nf;
for f£1:=0, f1+1 while fi<nf do
for f2:=£1,72+1 while f2<nf do
begin  11:=(11+11)xnf+£2;
12:=(11+£2)Xnf+f1;
OR[11]:=(0oRr[11 J+0R[12])/2;
1f 11412 then
OR[12]:=(0I[11]-0I[12])/2
end
end;
outarray(drum,veg,OR); hold(CR);
inerrey(drum,weg-txnop, OR); hold(OR);
inarray(drum,weg-2xnop,0I); hold(oI);
for j:=0,3+1 while j<nf2 do OR[1lagnf2+j]:=0R[nf2+3];
for 1:=0,1+1 while i<lagh do
begin 11:=bitrev(i]xnf2x2; 111:=i14nf2;
12:=21Xnf2x2; 121 :=124nf2;
for j:=0,J+1 while j<nf2 do
begin  1f 1112 then
begin  +¢:=0R[11+J]; OR[11+J):=0R[12+3];
OR([12+3]:=t
end;
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OR[1114)]:=0T[12+3]; OR[121+)):=0I[114+§]
end
end;
outarray(drum, weg-2mop,0R); hold(OR)
end COVSPEK;

procedure GETCOV(AR,weg,nf,lag); integer weg,nf,lag; array AR;
begin  inarray(drum,weg—(lag+1)xnfxnfx2,AR); hold(AR)
end  GETCOV;

procedure GETSPEK(AR,weg,nf,lag); integer weg,nf,lag; array AR;
begin inarray(drum,weg,AR); hold(AR)
end  GETSPEK;

procedure FOUSPEK(nf,lag,adres,weg,nfl,window,stap);
Yalue nf,lag,adres,nfl; integer nf,lag,window,adres,weg,nfl, stap;
begin  integer lag2,sp,i1,12,aantal,laglnf,1,), k,1,m,nf2,lagnt,
lagnf2,lagh, kp,km,k1,11,L,nop,st,1im,nn;
real ap,am,bp,bm,fak,r10,r11,r12,r13,r20,r21,t,pih,vwf,
r22,r23,110,111,112,113,120,121,122,123, 1, £2;
array A,B[0:(lag+lag+1)xnf—1],05[0: (1leg+1 )xnfxnf-1 1,wD[0:1ag-1];
integer array bitrev[O:lag+lag-i];
switch M:=MO,MI M2 M3; switch 0:=00,01,02,03;
lag2:=lag+lag; lagnf:=lsgxnf; lagh:=lag:2; lag2nf:=lag2xnf;
nf2:=nfXnf; lagnf2:=lagxnf2; nop:=legnf2+nf2;
m:=0; for k:=lag k:2 vhile k>1 do m:=m+1;
sp:=(stap+stap)xnf; aantal:=entier((nfl-lag?)/stap)+1;
Zor 1:=0,1+1 while 1<nop do 0S[1]):=0;
pih:=2xarctan(1.0); wf:=0;
for 1:=0,141 vhile 1<lag do
begin t:=(lag-1-0.5)/leg;
WD[1]:= 1f window=0 then 1.0 else
if vindow=1 then 1-tA\2 else
if windows3 then 1-t else 1.0;
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wT smwf+WD[1 IN2;
end;
for 1:=0,1+1 while 1<lag? do bitrev[1]:=0;
k:=0; nn:=1; st:=lag;
lim:=k+st+at;
for 1:=k+st,1+1 vhile 1<lim do bitrev{i]:=bitrev[1)+nn;
kimlim; if k<lag? then goto 10;
k:=0; nn:=nn+nn; stimst:2; if 8t>1 then goto LO;
1:=0;
inarray(drum,adres,A); hold(A); adres:=adres+sp;
inarrey(drum,adres,B); hold(B); adres:=adres+sp;
1:=141; if leaantal then
begin for 1:=0,1+1 while i<legPnf do B[1]:=0 end;
for 1:=0,1+1 while 1<lag? do
begin 12:=ixnf; 1i:=bitrev(1]; 11:=1txnf;
if 141 then goto out;
71:=WD[1f i1<leg then 1 else lage- 1-1];
£2:=WD[1f 11<lag then i1 else leg2-1i-1];
for 3:=0,J+1 while j<nf do
begin  t:=A[11]xr2; A[11]):mA[12]XP1; A[12]:mt;
t:=B[11]xr2; B[11]:=B[12]xf1; B[12):mt;
11:=1141; 12:m1249

end;
out:
end;
REVFFT4(A,B,lag2nf,m,nf);

for J:=0,J+1 while j<nf do

begin Allagenf+)]:=A[j];
Bl1lag2nf+3]:=B[j]

end;

for kp:=0,kp+nf vhile kp<lagnf do

begin  km:=lag2nf-kp; ki:=kpxnf; goto M[nf];

M3: ap:=Alkp+3]; am:=A[kme3]; bp:=Blkp+3]; bm:=Blkm+3];

‘ r13:=ap+em; 113:=bp-bm; r23:sbpsbm; 123:=am-ap;

M2: ep:=A[kp+2]; am:mA[lam+2]; bp:=Blkp+2]; bm:=Blkm+2];
r12:=ap+am; 112:=bp-dm; r22:=bp+bm; 122 :=am-ap;

MI: ap:=A(kp+1]; am:wA[km+1]; bp:=Blikp+1]; bm:=Blim+1];
rili=ap+am; 111:sbp~bm; r21:=bp+bm; 121 ‘=am-ap;



MO:

03:

o1:

00:

end;
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ap:=A(kp] ; am:=A(km) ; bp:=B{kp] ; bm:=B[km] ;
r10:=ap+am; 110:=bp-bm; r20:=bp+bm; 120:=am-ap;
goto O[nf];

L:wk143;
L:=L+nf;
LisL4nf;
L:=L+nf;
Li=l-1 3
Li=l-1 ;
Li=L-1 ;
Limki+2;
L:w=L4nf;
L:=L+nf;
LimL-1 3
L:=mL-1 ;
Limk141;
Li=sL+nf;
Li:=Ll-1 ;
L=kl ;

OS[L]:mr10xr13+110x113+r20Xr23+120x123+0S (L 13
OS[L]:mr1 1Xr13+111X113+r21Xr23+121x123+08 [L];
OS[L]:wr12¢r13+112¢113+r22xr23+122x123+05 [L];
OS[L]:mr13xr13+113x113+r23xr23+123x123+05[L];
0S[L]):mr12x113-112xr13+1r22x123-122xr23+05[L];
OS[L]:wr11X113—111X21 3+r21x123-121xr23+05 [L];
OS[L]:mr10%113-110xr13+120x123-120xr23+05 [L];
OS[L]:mr10xr12+110%112+r20xr22+120x122+05 [ L];
OS[L]:mr) 1Xr124111x112+r21%r224121%122+05[L];
0S [L]:mr12xr12+112x1124r22xr22+122x122+05[L];3
OS[L]:mr11%112-111Xr1 24121x122-121xr22+05[L];
OS[L]:=r10x112-110Xr12+4120%122-121xr22+0S [L];
OS[L]:=r10xr1 14110x1114r20Xr21+120¢121+0S[L];
OS[L]:mr11xr1 1441 1X1 114221xr21 +121%121+08[L];
OS[L]:=r10%X111-110xr1 14+r20x121-120xr21+05[L];
0S [L]:mr10xr10+110%110+r20Xr20+120x120+0S[L1;

l:=14+1; if l<eantal then goto rep;
fak:=1/(wfXaantalx8);

for 1:=0,1+1 while 1<nop do 0S[1]:=0S[1 Ixfek;
outarray(drum,weg,0S)s hold(0S)

FOUSPEK;

Drocedure SMOOTH(S,lag,nf,al a2,e3);

Yalue nf; integer lag,nf; array S; resl al,a2,a3;

integer 1,),lagnf2 nf2; reel x1,x2,x3; boolean cospek;
nf2:=nfxnf; lagnf2:=legdni?;

for J:=0,)+1 while j<nf2 do

cospek:m) :nt>j—(J:nf)xnf;

x2:=5[nf2+3]; x3:=8(J]; if cospek then x2:mx2;
for 1:mj,1+nf2 vhile i<agnf2 do

bggin

begin

begin

end;

——

x1:=2x2; x2:mx3; x3:a8[1+nf2];
S[1]:m=a1xx1 +a2x¢x2+83%x3
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if cospek then S[lagxt2+J]:-a1XJe+az<x3u3(x2
end
end  SMOOTH;

rocedure REALTWIN(F1,F2,n);
Yalue n; integer n; array F1,F2;
begin integer k,nk;
reel r1,r2,11,12,p;
p:=2/n;
F1[0):=F1[0]xp; F2[0]:=F2[0]xp;
P:=1/n; k:m1; nk:sn—k;
L: ri:=F1(k]; r2:=F1[nk];
11:=F2[k]; 12:=F2[nk];
F1nk]:=(11-12)xp;
F2[nk]:=(r2..r1)xp;
F1[x] :={e+r2)xp;
F2[k] :=(11+12)xp;
ki=k+1; nk:snk-1;
Af ksnk then goto L
end REALTWIN;

procedure COEFIWIN(F1,F2,n);
value n; integer n; arrey F1,F2;
begin integer nk,k;
real  ri,r2,11,12;
F1{0]):=r1 [0]x0.5; FQ[O]:':F2[O]XO.5;
k:=1; nk:=n-k;
L: r1:=F1[k] ; r2:«F2(x];
11:=F1[nk]; 12:=F2(nk];
* F1[nk]:e(r1-12)x0.5;
F2[k] :=(r2-11)x0.5;
F1[k] :=(r1+412)x0.5;
F2[nk]:=(r2+11)x0.5;
ki=k+1; nk:wenk-1;
A kank then goto L;
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L kenk then
begin  F1(k]:=F1([k1x0.5;
F2[x]:=F2[k]x0.5
end
end COEFIWIN;

procedure REALTRAN(A,B,n,evalunte);
value n,evaluate; integer n; boolean evaluate; array A,B;

begin integer k,nk,nh; real aa,ab,be,bb,re,im,ck,sk,de,ds,r;
nh:=n:2; r:sbxarctan(1.0)/n;
ds:= sin(r); ri= —(2xsin(0.5Xr))\2; de:= —0.5xr; ck:=1.0; sk:w0;
1f evaluate then begin ck:= —1.0; de:= —dc end
else begin A[n):= A[0]; Bln]:= B[0O] end;
for ki= O step 1 wntil nh do
begin nk:= n-k;
aa:= A[k]+ A[nk]; ab:= A[k]~ Alnk];
ba:= Blk]+ Blnk]; bb:= B{k]- Blnk];
re:=mckxXba+skXab; im:=mskXba-ckxab;
Blnk]:= im-bb; Blk]:= 1m+bb; Alnk]l:= sa-re; Alk]:= as+re;
de:= rXck+dc; ck:= ck+de; ds:= rxsk+ds; sk:= sk+ds
end

end REALTRAN;

procedure REVERSEBINARY(A,B,m); value m; integer m; array A,B;
begin  integer J,3J,k,1im,Jk,n2,nk n8,nn;
resl t;
integer array c[O:m];
ClO):=mn:=1; 33:=0;
for J:=1 step 1 until m do C[J):=nn:=mn+nn;
1f n>1 then nb:=C[m2]; if m>2 then n8:=C[m-3]; n2:=Clm-1];
lim:=n2-1; nn:=nn-1; m:mm-ly 3
for j:=1 step 1 until 1im do
begin  jk:mjj+n2;
ti=Al3]; AL3):mAlgK]; A[gk]:mt;
t:=B[3]; B[J]:=B[Jk]; B[jk]:=t;
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Ji=3+1;

if Jinh then

begin  JJr=yi-nb; if J3>n8 then
begin  JJ:=)J-n8; kiem;

L: 1f clk]<)y then
begin  3j:=33~Clk]; kiwk-1;
goto L
end;
JJ:=Clx]+33
end

else  Jj:=3j+n8

end

else  JJ:=jjenk;

if J3>§ then

begin  k:enn-j; jk:enn-3j;
t:mAld); ALY ):mAl33]; AL3)):mt;
t:=B[31; B[J]:=B[33]; B[3j]:mt;
timAlk]s Alk]:mA[dk]; AlJK]:mt;
t:=B[k]; Blk]}:=B[Jk]; B[Jk]:=t

end
end REVERSEBINARY;



