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SUMMARY

This report contains a survey of the literature on minimal-time ship routing.
The appearance of a paper by James (1957) can be considered as a starting point
of the investigation of determining the least time track for a ship between

two fixed points on earth. Herein the minimal-time track is determined manually
by introducing timefronts analogous to the introduction of wavefronts in geo-
metrical optics to describe the propagation of light. The use of the computer
is introduced by Nagle (1961) who conmnects start- and endpoint by a network and
compares the traveltimes along different paths determined by this network. A
more advanced method using a netwerk has'been developed by Braddock (1968).

A different approach, using the calculus of variations is made by Haltiner,
Hamilton and ‘'Arnason (1962), who consider stationary waveconditions. This work
is extended by Faulkner (1963), who allows the waveconditions to be time depend-
ent. An application is given in Bleick and Faulkner (1965). We conclude with an

application of the theory of optimally controlled processes, as done by Marks
et al. (1968).
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Inleiding

Om tot een beter inzicht te komen in de aanpak van het probleem van optimaal
routeren is in dit rapport nagegaan wat er zoal in de loop der jaren op dit ge-
bied aan methoden ontwikkeld is. Daartoe zijn de belangrijkste bijdragen verza-
meld en worden de daarin gevolgde methoden in het kort besproken. We beperken
ons hier tot methoden die gebruikt worden bij het bepalen van de kortste~vaartijd
route.

Andere criteria die men kan aanleggen bij het bepalen van een minimum-route zijn
o.a.

a. minimaal brandstofgebruik

b. minimale schade

Als begin van het onderzoek naar het bepalen van optimale vaarroutes voor sche-
pen kan wel gesteld worden het verschijnen van een publicatie van James (1957).
Hierin wordt een methode aangegeven om manueel de kortste-vaartijd route voor
een schip te bepalen. Dit gebeurt door het invoeren van tijdfronten analoog aan
het invoeren van golffronten in de geometrische optica om de voortplanting van
het licht te beschrijven. Deze methode wordt momenteel gevolgd op het K.N.M.I.
Een en ander is verder beschreven in Hanssen en James (i1960). Het gebruik van de
rekenmachine wordt geintroduceerd door Nagle (1961). Deze verbindt begin- en
eindpunt van de reis door een netwerk en vergelijkt de vaartijden langs verschil-
lende, door dit netwerk bepaalde routes. Fen meer geavanceerde methode, die ge-
bruik maakt van een netwerk, vinden we bij Braddock (1968). Een geheel andere
aanpak van het probleem wordt voorgesteid in Haltiner, Hamilton en 'Arnason (.962),
waar, gebruik makend van de variatierekening, de vaartijd tussen begin- en eind-
punt wordt geminimaliseerd. Het golfveld wordt echter gedurende de hele reis
stationair verondersteld. Door Faulkner (1963) wordt deze methode uitgebreid tot
het geval waarin het golfveld van de tijd afhangt. Een toepassing wordt gegeven
in Bleick en Faulkner (1965). Bovendien wordt in Faulkner (1963) onder meer aan-
gegeven hoe men over kan gaan op het invoeren van tijdfronten, hetgeen in wezen
de achtergrond is van het rekenprogramma van De Wit (i1968). We besluiten met een
toepassing van de theorie van optimaal geregelde processen door Marks et al.
(I968). Om onnodig herhalen van afleidingen van formules te vermijden zullen we
beginnen met een inleiding in de variatierekening. Voor een volledig literatuur-
overzicht zij nog verwezen naar een overzichtsartikel van James (1970), waarvan

de voor ons belangrijkste bijdragen reeds in de literatuurlijst zijn opgenomen.



Variatierekeniq&

i.!. Maxima en minima van functies

De extreme waarden van een functie van &én variabele y = f(x) kunnen gevonden

worden uit
d
a;f(x) = 0
Deze voorwaarde is nodig, maar niet voldoende. Ook in hetgeen volgt zullen we

slechts nodige voorwaarden geven. De extrema van een functie van twee variabe-

len z = £(x,y) vinden we uit

2f _ 3f _ ‘
ax-O en ay 0 (231311)

Is er bovendien nog een nevenvoorwaarde g(x,y) = 0 gegeven dan kunnen de extre-
ma volgens Lagrange bepaald worden door

z = f(x,y) + Ag(x,y)
als functie van de onafhankelijke variabelen x en y te beschouwen, terwijl A

een nog nader te bepalen constante is. Door (i.l.!) toe te passen vinden we

af zga i?. l&a N |
e + A a 0 en 5y + A 5y 0 (::.1.2)

terwijl bovendien geldt

g(x,y) =0 (1,1.3)
Door (i.1.2) en (1.1.3) zijn de combinaties (x,y,A) bepaald, waarvcor f(x,y)
een extremum heeft. De parameter A heet de multiplicator van Lagrange en de ge-
volgde methode de multiplicatorenmethode van Lagrange. We kunnen het voorgaande

generaliseren door een functie van n variabelen te beschouwen met m nevenvoor—
waarden (m < n)

z = f(xﬂ, eseo xn)

gj(xl’ 2000 Xn)'o J-hg sece .. M o#
Analoog aan (1.1.2} en (i.1.3) wordt hier de oplossing verkregen door

z=f + AE By T cecec Am B

als functie van n onafhankelijke variabelen te beschouwen, terwijl ki' ..... o
de multiplicatoren zijn.

1.2, Integralen

De variatierekening is in zekere zin een uitbreiding van het voorgaande. Het
gaat er hier om een functie te bepalen zodanig dat een zekere functionaal,

in ons geval een integraal, een extremum aanneemt. Veronderstel het volgende
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probleem: Gevraagd wordt naar een functie met een continue tweede afgeleide

= y(x)

die voldoet aan de randvoorwaarden
Y(xi) = y]

y(xy) =y,

zodanig dat

X2
I= [ f(x,y,y') dx (i.2.1)

Xy

waar het accent differentiatie naar x aangeeft, een minimum waarde aanneemt.
We veronderstellen dat f(x,y,y') continue, tweede-orde afgeleiden heeft met
betrekking tot elk van de variabelen. Nemen we nu aan dat y(x) de gezochte

functie is, dan definiéren we een schaar naburige functies

¥y = y(x) + en(x) e+0 (1.2.2)

waar n(x) een willekeurige functie is met continue eerste en tweede afgeleiden
zodanig dat

n(xi) = n(xz) = 0 (1.2.3)

Substitueren we nu (1.2.2) in (1.2.1) dan vinden we als noodzakelijke voor-

waarde, opdat (1.2.1) een minimum waarde aanneemt, de vergelijking

di(e) 2 of of .
(=) o ( 5y | T 3yT " ') dx = 0

i
Na partiele integratie krijgen we i.v.m. (1.2.3) de vergelijking

_d of ,
f n( ay > 5T dx=0 (1.2.4)

We maken nu gebruik van het fundamentele lemma van de variatierekening:

Is M(x) continu voor X, <X <X, en is n(x) een willekeurige functie met conti-
nue eerste en tweede afgeleiden, die voldoet aan n(xx) = n(xz) = 0 en is

)

f M(x) n(x) dx = 0
Xy
voor alle n(x) dan geldt noodzakelijk identiek

M(x) =0
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Voor het bewijs, zie Courant en Hilbert (1953, p. 185). Gezien onze aannamen

betreffende f(x,y,y') en y is

of d 9df
MO =y & T

waar
d of 2%¢ 3%¢ 32f

S AN Tk P T R A T

een continue functie voor X, <x £ X,- We kunnen dus het fundamentele lemma
toepassen op (1.2.4) en vinden als noodzakelijke voorwaarde de Euler verge-

lijking '

%6 d 3f _ o
3y " dx 3y

Indien we de Euler vergelijking voor de hoogste afgeleide willen oplossen

moeten we stellen

82f

m—ym—r ¥ 0
dy ' 9y

Deze ongelijkheid staat bekend als de Legendre conditie en is van groot belang
bij het onderzoek of een extremaal (d.w.z. een oplossing van de Euler verge-
lijking) werkelijk een extremum geeft.

We vermelden nog een oorspronkelijk door Lagrange ingevoerde terminoclogie,
waar de naam variatierekening van afkomstig is. Zie Bliss (1946, p. 6).

In deze notatie wordt en = 8y de variatie van y genoemd en

%2 of d 9f of X2
= J = — = —— - (
81 el' (0) xi 8y ( 5y~ ax 3y ) dx b 8y | (1 2 5)

X

de eerste variatie van de integraal I, ook indien n(x,’ = Q0 en n!xz‘# 0
Deze notatie is analoog aan die der differentiaalrekening, waar de uitdrukking

ef'(x) = df met een willekeurige parameter ¢ de differentiaal van de functie

f(x) genoemd wordt.

Analoog aan het in i.] behandelde kunnen we variatieproblemen met nevenvoor-
waarden beschouwen.

a. Stel we zoeken een functie y = y(x), die voidoet aan de randcondities
y(x) =y, en y(x,) =y,
zodanig dat

*2
1= f f(an9y') dx
X



minimaal is, met de nevenvoorwaarde

%2
‘ 8(X,Y9Y‘) dx = 0 (: 2 63

X5

Volgens de multiplicatorenmett.ode van Lagrange passen we voorgaande techniek
weer toe op de uitdrukking
X2

I= j [£Gx,y,y") + rg(x,y,y"] dx
X

I
1

waar A een nader te bepalen parameter 1is. De differentiaalvergelijking van

Euler

2. d s .
(3;’ ax ay; ) (f + ag) 0

tezamen met (1.2.6) geeft weer een volledige bepaling van y(x)

- We beschouwen weer een geval als onder a maar nu met de nevenvoorwaarde

g{x,¥y,y') = 0 2T

il

In dit geval geldt vocr de oplossing y = y(x}, behalve dat 1) moet vol-

doen aan (!.2.7), bovendien:

Indien de oplossing niet voldoet aan de Euler-vergelijking corresponderend
met de uitdrukking g, dan bestaat er een multiplicator A(x) zodat y = y(x)

voldoet aan de Euler vergelijking corresponderend met de urtdrukking
£ = £+ A(x)g

Zie hierover Courant en Hilbert (1953, p. 221).

Vervolgens nog iets over randvoorwaarden.

Stel we zoeken een functie y = y(x) zodanig dat de integraal

X2
) E(xyy,y') dx
Xj

minimaal is en waaraan, wat betreft de randen X, en x,, geen eisen worden

gesteld. Kiezen we een functie n(x) met of n(xu) # 0 of n(xz) # 0 dan moet,
willen we dat y(x) aan de Euler vergelijking voldoet, volgens (1.2.5) boven-
dien voidaan zijn aan

of

ay T °

veor x = X, of x = X)e Deze randvoorwaarde noemt men een natuurlijke rand-

voorwaarde.



We merken op dat het vocrgaande eenwoudig gegeneraliseerd kan worden dccr
ultbreiding van zowel het aantal athankeiijke variabelen als het aantai neven-
voorwaarden als ock door hogere atgeleiden toe te laten.

Volledigheidshalve behandelen we hier nog het geval, waarin we het aantal

onafhankelijke variabeien uitbreiden.

Stel we zoeken een functie z = z(x,y) van twee onafhankelijk variabelen x

en y in de rechthcek R bepaald door X 5 X S Xy ¥, ¥ <Y, zodanig dat

u

L= 4 f(XSY“DZzZ.,’Z.) axdy [
R Y

o
(9]
o

minimazal is. We veronderstellen dat z = z(x,y; vcorgeschreven waarden aan-

neemt op de rand van de rechthoek. We beschouwen weer een schaar naburige

functies

z = z(X,y) *+ en(x,y’ £+ 0 v 29

waar z = z2{(x,y}) de oplessing voorstzit. Na substitutie van (1.2.9% in

(1.2.8) vinden we, docr de eerste variatie nul te stelien

copof d of d ¢f -
Jilss ~ =5 ~ g5 o 7 dxdy
K 32 dx z dy azy
Y x2 *2 5 Y2
* ) an n ] dy - ' '5-; n i dx = 0
y. % X, e v y
D.» le.dt, daar v = ¢ op de rand wan R, rot de Euler—vergelijk: ng
gio. @4t d et
52 dx oz dy 9dz
X Y

Is z = z(x,y! op de rand van R niet of slechts gedeeiteliijk voorgeschreven,

dan kunnen we weer natuurlijke randvoorwaarden afieiden



2. De grafische tijdfronten methode

De verdienste van James (1957) is, dat hij voor de eerste keer ten behoeve van
het optimaal routeren grafieken introduceerde voor een schip, die informatie
gaven over zijn snelheid bij gegeven gcifhoogte en golfrichting. Dit gebeurde
op de volgende manier. Afhankelijk van de relatieve richting van de golven,
die onderscheiden werden in tegen-, mee- en dwarsgolven (zie fig. 1), werd de

scheepssnelheid uitgezet als functie van de golfhoogte (zie fig. 2).

tegengolven

vaarrichting

dwarsgolven dwarsgolven

meegolven

fig. 1. Het schip bevindt zich in punt S, terwijl de pijl de vaarrichting
aangeeft. Her hoekbereik voor dwars-, tegen- en meegelven wordr dcor

de cirkelsectoren aangegeven.

scheeps.

snelheid \meegolven
dwarsgolven

tegengolven

golfhoogte

fig. 2



-9 -

Door gebruik te maken van deze gegevens werd de kortste~vaartijd route gecon-
strueerd volgens een tijdfronten methode ontleend aan de geometrische optica.
In de presentatie van de methode volgen we James (1970). We veronderstellen dat

het te bevaren gebied is afgebeeld in een plat vlak, b.v. met behulp van de

stereografische projectie.

Stap |.

De eerste stap is uit een 24 uurs weervoorspelling de golfcondities te bepalen

in een gebied wat gedurende deze tijd bereikbaar is vanuit het vertrekpunt.

Stap 2.
Deze golfgegevens worden gebruikt om m.b.v. fig. 2 in verschillende vaarrich-
tingen vanuit het vertrekpunt snelheden te schatten. Men moet hierbij wel be-

denken dat fig. 2 in zekere zin gemiddelde scheepssnelheden aangeeft, zeker

niet geldig voor eilke gezagvoerder.

Stap 3.

Vanuit het startpunt worden nu in een aantal richtingen de afstanden bepaald,
die in 24 uur kunnen worden afgelegd en een eerste tijdfront wordt geconstru-
eerd door de gevonden punten door een gladde lijn te verbinden (zie fig. 3).

Men kan hierbij nog een correctie aanbrengen voor oceaanstromingen.

nadar eindpunt

fig. 3
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Stap 4.

Een tweede tijdfront wordt geconstrueerd door in de punten van het eerste tijd-
front de normaalrichtingen te bepalen en de afstanden, die in 24 uur in deze
richtingen kunnen worden afgelegd, afhankelijk van golfhoogte, golfrichting en

eventueel oceaanstroming, opnieuw uit te zetten.

Stap 5.

Bovenstaande procedure wordt herhaald, totdat het eindpunt voldoende dicht ge-
naderd is. Het bepalen van de kortste-vaartijd route gebeurt door een cirkel te
contrueren met het eindpunt als middelpunt, die het laatste tijdfront raakt.
Met dit raakpunt als middelpunt wordt nu weer een cirkel geconstrueerd, die

het op een na laatste tijdfront raakt. Deze gang van zaken wordt herhaald tot
men op het eerste tijdfront is aangekomen. De raakpunten bepalen de kortste-
vaartijd route. Het kan ook zijn dat men slechts voor een gedeelte van de reis
de weervoorspelling heeft. In dit geval kan men een route aangeven, waarlangs

het schip gedurende deze tijd het dichtst bij het eindpunt komt (zie fig. 3)

Er zijn natuurlijk wel enige bezwaren aan te voeren tegen de gevolgde methode
Bij het construeren van de tijdfronten wordt er in feite van uitgegaan dat de
snelheid in een bepaald punt van het tijdfront onafhankelijk is van de rich-

ting. Dit is onjuist, gezien de resultaten van fig. 2. Hoe tijdfronten op een

correcte manier worden geconstrueerd zal later blijken (zie hoofdstuk 4).
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Het beschouwen van een netwerk

3.1. We komen nu toe aan de bespreking van een publicatie van Nagle (1961), waarin

het gebruik van de rekenmachine wordt geintroduceerd. In deze publicatie wordt
een tweetal methoden aangegeven voor het construeren van de kortste-vaartijd

route, waarvan er slechts &én in gewijzigde vorm wordt uitgewerkt.

a. Allereerst wordt een juiste toepassing van de tijdfronten methode uit het

vorige hoofdstuk gegeven (zie fig. 4). Beginnend vanuit het vertrekpunt S
is een tijdfront Fl getekend. Dit tijdfront is de meetkundige plaats van
punten, die het schip kan bereiken aan het eind van het eerste tijdinter-
val. Aan de hand van vaartafvalgrafieken wordt een polair snelheidsdiagram
opgesteld, wat na vermenigvuldiging met het tijdinterval, de in verschil-
lende richtingen door het schip per tijdinterval maximaal bereikbare af-
standen aangeeft. Dit wordt in feite gerepresenteerd door het eerste tijd-
front. Een tweede tijdfront wordt nu geconstrueerd om de meetkundige plaats

van punten P; aan te geven die, liggend op een maximale afstand van F., ge-

meten langs de normaal n, door het schip in het tweede tijdinterval bereikt
kunnen worden (zie fig. 4).

golfrichting

fig. 4

Opeenvolgende tijdfronten worden bepaald totdat of de golfvoorspelling uit~-
geput is of het eindpunt bereikt. De uiteindelijke route kan dan bepaald

worden door successieve approximatie.
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Een tweede manier is een netwerk van roosterpunten aan te brengen in het ge-
bied tussen begin- en eindpunt (zie fig. 5), waarin routes mogelijk zijn.
Voor de routeberekeningen veronderstelt men dat het schip langs grootcirkels
vaart tussen deze punten, behalve wanneer de grootcirkels loodrecht staan

op de grootcirkel, die begin- en eindpunt verbindt. Het aantal mogelijke
routes van het vertrekpunt tot een roosterpunt is in fig. 5 bij het desbe-

treffende roosterpunt aangegeven.

/1\
TN
1 45
41
vertrek- 1 7 19 51 eindpunt
punt

fig. 5

Per roosterpunt moeten niet meer dan 3 routes beschouwd worden om de beste

van de [4] routes tussen begin- en eindpunt te vinden.

Er is gerekend aan een modificatie van b (zie fig. 6). Hierbij kiest men
vanuit het vertrekpunt een aantal startrichtingen, in dit geval 5. Vervol-
gens wordt in elk van deze richtingen het punt bepaald, wat het schip na
een dag varen zou kunnen bereiken. Vanuit 1eder van deze 5 punten worden

3 nieuwe richtingen gekozen, zodat I5 punten worden verkregen na de tweede
dag en zo voortgaande 45 punten na de derde vaardag. Veronderstellen we dat
een weervoorspelling voor 4 dagen gegeven was, dan wordt nu nagegaan welk
van de 45 punten, gemeten langs de grootcirkel, het dichtst bij het eind-
punt komt na de vierde vaardag.

De route vanuit het vertrekpunt naar dit geselecteerde punt wordt genomen

als de beste van de 45 routes.
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fig. 6

Uit de vaartafvalgrafieken, gegeven door James (1957) wordt de volgende
vergelijking voor de snelheid samengesteld

2

2 o _ 4
S So k]h (1 + cos 8) - k2h - k3h (i cos 28) + k4h8 (3.6-1)

Hierin is S, de maximale snelheid in kalme zee en h de golfhoogte, in voe-
ten, terwijl de hoek 8, gemeten vanaf de boeg, de richting aangeeft van
waaruit de golven komen.

De tweede term in (3.3.1) representeert het feit dat tegengolven in het
algemeen meer weerstand bieden aan de beweging van een schip dan meegclven.
De derde term dient om de scheepssnelheid te verminderen, indien de golf-
hoogte toeneemt, onafhankelijk van de richting. De vierde term werd inge-
voerd om het effect van dwarsgolven te beschrijven. De vijfde term temslotte
geeft aan dat meegolven in het algemeen een positieve bijdrage leveren De

constanten kl’ k2, k3 en kq zijn voor verschillende typen schepen getabel-
leerd.

Een meer geavanceerd gebruik van een netwerk wordt gemaakt door Braddock
(1968). We geven een globale schets van de methode. We kunnen de punten van
een netwerk onderscheiden in aanliggende en niet aanliggende punten . Aan-
liggende punten zijn punten die door een pijl verbonden kunnen worden. Een
weg die niet aanliggende punten verbindt bestaat derhalve uit een verzame-
ling pijlen en is gespecificeerd door de punten waar hij doorheen gaat We
voeren nu een variabele P in die de reisduur in het netwerk tussen de ver-
schillende punten aangeeft. Indien P(s,t) de gemiddelde waarde van P is

langs de lijn van s naar t dan kunnen we de matrix

D= {d(S ’t)}



waarin deze vaartijden voor alle mogelijke punten s en t zijn vervat ais

volgt construeren. Indien de punten s en t aanliggend zijn, geldt
d(s,t) = Pis,r)

Zijn ze niet aanliggend dan vinden we

[
8

d(s,t) =
terwijl bovendien geldt

d(s,s)

il
o

De variabele P, corresponderend met een willekeurige weg dcor het netwerk,
wordt verkregen door de waarden van P langs de verschillende pijlen te som-
meren. Een probleem ontstaat, indien we een weg tussen twee punten van het
rooster willen bepalen, waarlangs P een minimum waarde aanneemt. Men kan
deze optimale weg weliswaar altijd vinden door de waarden van P langs alle
mogelijke wegen met elkaar te vergelijken. Het is evenwel duidelijk dat dit
een zeer tijdrovende zaak kan worden. Derhalve is het niet verwcnderlijk
dat hiervoor meer efficiente algorithmes zijn ontwikkeld. Er wordt hier ge-
kozen voor een algorithme ontwikkeld door Dantzig (1960). Stel nu dat we een
optimale weg willen vinden van A naar B (zie fig. 7). Als eerste approxima-
tie wordt hiervoor S, gekozen. We verdelen nuS§, in intervallen van haast

gelijke lengte met behulp van de punten A = Ch’ C2, Ce o CLu = B,

fig. 7



_]‘;5—

We berekenen nu DSls de grootste afstand tussen opeenvolgende punten. In
ieder punt C; (i £ i g L;) wordt nu een lijn geconstrueerd loodrecht op Sh:
Langs deze lijn worden ter weerszijden van Cs» K] punten toegevoegd op on-
derlinge afstand DS,. De grootte van K, hangt af van Llc Door verbindings-
lijnen tussen deze punten aan te brengen wordt een netwerk gevormd om
S). Vervolgens worden de waarden van P langs iedere toegestane verbindings-
lijn berekend en wordt Dantzig's Algorithme gebruikt om de tweede approxi-
matie van de optimale weg van A naar B, 82 te bepalen. Vervolgens kan S2
gebruikt worden om een volgend netwerk met een geringere maximale rooster-
afstand DS, te construeren, enz. Het is duidelijk dat bovenstaande techniek
leidt tot een rij van wegen {Si} (i =1,2,.....) met een corresponderende
rij van monotoom dalende waarden {Pi}o Daar de rij {Pi} naar beneden be-
grensd is door nul zal hij naar een waarde P* convergeren. Convergeert {Si}
naar S en neemt P ¢op S de waarde PS aan, dan kan worden aangetoond dat

Pg = lim {P_} = P*

1>

De methode is met succes vergeleken met het geval dat behandeld wordt in
Bleick en Faulkner (i965).
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4. Toepassingen van de variatierekening

In dit hoofdstuk zullen enkele methoden aangegeven worden, die gebruik maken
van de variatierekening. De kortste-vaartijd route wordt bepaald door de
integraal die de vaartijd tussen begin- en eindpunt representeert te minima-
liseren. Een uitdrukking voor deze integraal kan op verschillende manieren

opgesteld worden. We beginnen met het eenvoudigste geval, waarin we het golf-

veld stationair veronderstellen.

4.1. Stationair golfveld

We gaan uit van een rechthoekig coordinatenstelsel, met coordinaten x en y,
waarin het te bevaren gebied is afgebeeld (Haltiner, Hamilton en 'Arnason
1962). De vaartijd T van een schip langs een kromme ¢ die begin- en eind-

punt verbindt, kan, indien de snelheid van het schip V bedraagt, eenvoudig
geschreven worden als

T=[% = | yds (4.1.1)
C C

waar ¢ = V-le Daar y in het algemeen een functie is van de tijd, positie en

vaarrichting, ligt het voor de hand de coordinaten x en y als functie van
de tijd te beschouwen

x =x(t) , vy =y(t)

Vervangen we ds in (4.1.1) door (iz + }"l)i dt, waar de punt boven de varia-

bele differentiatie naar de tijd aangeeft, dan gaat (4.1.!) over in
T = ) ¥(X,5,%,¥,t) (X" + y7)* dt (4.1.2)
0

Passen we nu de theorie uit hoofdstuk | toe op (4.i.2) dan vinden we dat

de functies x(t) en y(t), die in feite de extremaal bepalen, moeten voldoen
aan de Euler vergelijkingen

2 o240y _ doc 8 .7 .24
eyt g F lgv @ e9hi]-o0
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We beschouwen nu het eenvoudige geval, dat de snelheid niet expliciet van
de tijd afhangt, zodat y slechts een functie is van de plaats en koers.

Kiezen we x als de onafhankelijk variabele, dan gaat (4.1.2) over in



_ 2 'y it
T= ; v&x,y,y') (i+y
Xj

)% dx i4...3)

We nemen bovendien nog aan dat ¥ onafhankelijk is van y' d.w.z. we vercn-
derstellen dat de termen, die tengevolge van dit feit uit de Eulet vergelij-
king corresponderend met (4.1.3) verdwijnen, verwaarloosbaar waren t.c.v. de
overigen. Door, aan de hand van vaartkarakteristieken, samengesteld door

James (1957), de snelheid te approximeren door een uitdrukking van de vorm

V=v_ - [a] + a, cos(B - a)] H

2
waar de hoek a de koers geeft van het schip en 8 de richting van waaruit de
golven komen, terwijl a; en a, experimenteel bepaalde constanten zijn, kan
dit inderdaad gerechtvaardigd worden, voor niet te grote waarden van de

golfhoogte H. We vinden in dit geval

ol
N

T = v(x,y) (1 + y'z)% dx

J
X,
met de corresponderende Euler-vergelijking

yy'" + (g-f;y' -%iy"r) (1 +y'2) =0 (4.1.6)

De volgende oplossingsmethode voor (4.}.4) wordt voorgesteld. Indien we

y' en y" vervangen door

vinden we

Vi * Vs 2
ey Ty a® o aw oy » 2
Yy 3 M TR CZR Rl - B U Pl

De eerste schatting van de Yio tussen vaste beginwaarde i = Q en vaste
eindwaarde i = m, is willekeurig. Hiervoor kan de grootcirkelroute of een
klimatologisch bepaalde route genomen worden. De n-de approximatie van i
wordt berekend uit de n-de approximatie van Yi-; en de (n-;)-ste approxi-
matie van Yier De iteratieprocedure wordt voortgezet totdat de kortste-

vaartijd route voldoende goed geapproximeerd is. Deze gang van zaken 1is

voor enkele eenvoudige situaties getest.
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4,2, Tijdafhankelijk golfveld

De bewegingsvergelijkingen van een schip in een rechthoekig coordinaten-

systeem met coordinaten x en y kunnen geschreven worden als

]
Mo

L]
(]

¢y = Vecosp (4.2.1)

¢, =y =-Vsinp=0 (4.2.2)

waar V = V(x,y,p,t) de snelheid van het schip is en p de hoek tussen de
snelheidsvector en de x-as. De eis dat de vaartijd T voor een bepaalde
route van een vast beginpunt A op tijdstip t = O naar een vast eindpunt B

op tijdstip t = T minimaal is, komt overeen met de eis dat de integraal

T

= [ (1+x, +upy) dt (46.2.3)
0

waar A(t) en u(t) Lagrange multiplicatoren zijn, stationair is (zie hocfd-
stuk 1), Indien 6T de variatie is van de tijd in het vaste eindpunt, dan is

de eerste variatie van (4.2.3)
-T
6T = 8T + [ A6x + udy ly -
T
Of (848% + 9,6y + 056p) dt (4.2 4)

De coefficienten van 6x, 8y en 3p in 61 = 0 geven de Euler vergelijkingen
(4.2.5) en (4.2.6)

>0

¢3 = A + (A cos p+ U sin p) Vx = 0 (4.2.53
0 = u + (A cos p + u sin p) Vy =0 (4.2 6)

en de scalair product vergelijking

¢ = >\(Vp cos p - V sin p) + u(Vp sin p ¢+ V cos p) = 0 (4.2.7)

Bovendien zijn de variaties van de tijd en de coordinaten in het vaste
eindpunt niet onafhankelijk, immers

x(T + 8T) + &6x(T + 8T) = x(T;

y(T + 8T) + 8y(T ~ &T) = y(T?}

zodat
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x(T) 8T + 8x(T) =0

¥(T) 8T + Sy(T) 0

waarmee we vinden, daar 8x(0) = 8y(0) = 0
(A Vcosp+ ¥ Vsin p)T = | (4.2.8)

Door bovendien een verband af te leiden tussen de variatie in
o = arctan (;%%% , de daarmee samenhangende coordinaatverschillen Ax(T)
en Ay(T) tussen het bereikte en het vaste eindpunt bij vaartijd T en de
variatie in de vaartijd 6T (Faulkner 1963, Bleick en Faulkner 1965) kunnen
we door integratie van (4.2.1),(4.2.2), (4.2.5), (4.2.6), (4.2.7) met
(4.2.8) tezamen met een Newton-Raphson iteratie van AT en 8o uit de optreden-
de coordinaatverschillen Ax(T) en Ay(T), de korste-vaartijd route bepalen.
In Faulkner (1963) wordt verder nog ingegaan op enkele meetkundige aspecten
van het voorgaande, waarbij hij zich voor de eenvoudigheid beperkt tot het
geval dat de snelheid niet expliciet van de tijd afhangt.
We gaan uit van

X

T = | £(x,y,y') dx (4:2.9)
0

De eerste variatie van (4.2.9) wordt gegeven door

= ! -4
8T = (fy = fy,) 8y dx
0
- R X
* L f(x,y,y") ]x=x X + | fyv Sy .lo (4.2.10)

Indien begin- en eindpunt vast zijn, dan geldt AX = 3y(0) = Sy(X) = O.
Indien het eindpunt (X,Y) niet vast is, dan zullen de hiermee corresponde-
rende termen in (4.2.10) niet nul worden. We beschouwen nu twee naburige
extremalen y = y(x) en y = y(x) + 8y(x) zodat de integraal in (4.2.10) nul

wordt. De vérandering in de eindwaarde y = y(X) van y = y(x) is (zie fig.8)

AY
6y(X) ///////
y'AX
fig. 8 /////, AX

AY = 8y(X) + y'(X) aX
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waar y' de richting op de extremaal is. Vergelijking (4.2.10) wordt nu

= - ! c b
§T = [£AX + (&Y - y'AX) for Lyex
De verschillende punten, &én op iedere extremaal, die corresponderen met de
zelfde waarde van T, worden verkregen door in (4.2.i1) 8T = 0 te stellen,

waarmee we vinden

AY ., £
i A (4.2.12)

Vergelijking (4.2.12) definieert de transversaal-richting %% . Een kromme

S die elke extremaal van een verzameling extremalen transversaal snijdt,

is een transversaal van deze verzameling, De helling van de raaklijn aan S
wordt gegeven door (4.2.12) waarin y' de richting van de corresponderende
extremaal is., We zullen krommen S met deze eigenschap voortaan tijdfronten
noemen. De belangrijke eigenschap van een tijdfront is, dat alle punten die
er op of links ervan liggen (zie fig. 9), vanuit het beginpunt bereikbaar
zijn op dat tijdstip. Rechts van het tijdfront vinden we dergelijke punten
niet. De punten van het tijdfront kunnen slechts langs extremalen bereikt
worden, Door te bedenken dat y' = tan p en door (4.2.12) met (4.2.7) te
vergelijken vinden we dat de vector K = (A,u) behorend bij een bepaalde
extremaal-richting, loodrecht staat op het corresponderende tijdfront. Deze
eigenschap, die in feite op een simpele manier volgt door in (4.2.4) 8T = 0
te stellen, stelt ons in staat om op een eenvoudige wijze, docr het constru-
eren van tijdfronten, de kortste-vaartijd route te bepalen. We beschouwen
daartoe een extremaal die vanuit het beginpunt vertrekt en die bepaald wordt
door een hoek o = arctan (558;) en vergelijkingen (4.2.1), (4.2.2), (4.2.5),
(4.2.6), (4.2.7) met (4.2.8).

De beginkoers p(0) die hieruit volgt is zodanig, dat de projectie van de

snelheid, behorend bij die koers, in de richting o maximaal is. Na een be-
paald tijdsinterval wordt een eerste tijdfront gevonden door de parameter a
te variéren en de punten die in de hiermee corresponderende richtingen t/0)in
dit tijdsinterval bereikt kunnen worden door een gladde 1ijn te verbinden.
Daar men behalve de punten, die op deze wijze S bepalen, ook de richting van
de raaklijn aan S in die punten kent, kan men volstaan met relatief weinig
punten. In ieder punt P van elke extremaal E, bestaat een relatie tussen de
snelheid V, de vector 1 en het tijdfront S zoals aangegeven in fig. 9, waarin
[T de kromme is die in elke richting p weergeeft, welke afstand gedurende

een bepaald tijdsinterval kan worden afgelegd.
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fig. 9

Door nu in de punten van het gevonden tijdfront de normaalrichtingen te
bepalen en de daarmee samenhangende vaarrichtingen, kan een volgend tijd-
front gevonden worden. bit wordt herhaald tot het eindpunt bereikt is. De
vaartijd T en de beginkoers p(0) moeten door interpolatie bepaald worden.
In een ietwat gewijzigde vorm wordt deze methode toegepast in het door ons
bewerkte rekenprogramma van de Wit (1968). Andere methoden, die nog worden
gegeven, betreffen het oplossen van het stelsel vergelijkingen (4.2.1),
(4.2.2), (4.2.5), (4.2.6). (4.2.7) met (4.2.8). Enkele bestaande numerieke
oplossingsmethoden voor dit soort problemen wordt vermeld. De formulering
van dit variatieprobleem door bovenstaande vergelijkingen is analoog aan de
toepassing van Pontryagin's Maximum Principe uit de theorie van optimaal
geregelde processen, zoals in het volgende hoofdstuk zal biijken. Volledig-
heidshalve zij nog vermeld dat de scheepssnelheid in Bleick en Faulkner
(1965) beschreven wordt door een polair snelheidsdiagram, dat de scheeps-
snelheid geeft als functie van de hoek tussen de vaarrichting van het schip
en de golfrichting. Dit polair snelheidsdiagram heeft de vorm van een ellips.
Het schip bevindt zich op de lange as van de ellips en is ten opzichte van

het centrum verschoven tegen de golfrichting in.
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Een toepassing van de theorie van optimaal geregelde processen

We beginnen met een korte bespreking van Pontryagin's Maximum Principe.

Stel gegeven een dynamisch systeem
ii = fi(x,p,t) (1=1, ¢o6.0 1) (5.1)

waar x(t) = (xl(c), cocos xn(t)) de toestand van het systeem beschrijft en
p(t) een stuurfunctie is d.w.z. door p(t) te varieren zal de oplossing van
(5.1) in het algemeen ook gevarieerd worden. In ons probleem is p(t) de

koers van een schipox%eronderstel nu dat we p(t) zodanig willen kiezen dat

de integraal
i
J= [ £ _(x,p,t) dt (5.2)
t
o

waar X voldoet aan (5.}) minimaal is. De functie fo(x,p,t) is karakteristiek
voor een bepaald probleem. Indien de vaartijd geminimaliseerd moet worden
vinden we b.v. fo(x,p,t) = |, We definieren nu xo(t) door io = fo(x,p,t) en

introduceren een vectorfunctie A(t) = (AO, cccoe An) die voldoet aan

n 3f.(x,p,t)

N, = - R I

==l Ty (5:3)
j=o i

Om (5.1) en (5.3) in een eenvoudiger vorm te schrijven vceren we de functie

H in gedefinieerd door

il 13

H(A,x,p,t) =

J Ajfj(x,p,c) (5.4)

o

Deze functie wordt de Hamiltoniaan gencemd. Uit (5.4) volgt

0 =a_}1v e 5\:‘-,—25 (a=o )
X 3*1 n i axi i s ecocc N

Het belangrijkste resultaat van het maximum principe luidt nu:

Opdat (5.2) minimaal is voor een bepaalde p = p(t) is het noodzakelijk dat
er een continue vectorfunctie A(t) = (Xo, soeco An) bestaat met Ao < 0 die

voldoet aan (5.3) zodanig dat de Hamiltoniaan een maximum waarde aanneemt

voor p = p(t) d.w.z.

— =0 (5.5)

*®
) In het algemeen zal p = p(t) een vectorfunctie zijn, zoals x = x(t),
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Voor het bewijs zie Meditch (1965). Daar fO = | 1n ons geval, is het duide-
lijk dat (5.1), (5.3) en (5.5) corresponderen met (4.2.1), (4.2.2), (4.2.5),
(4.2.6) en (4.2.7).

We gaan nu over op een toepassing hiervan zoals gegeven door Marks et al.
(1968) . We beschouwen een coordinatensysteem zoals beschreven in fig. 10,
waarin de oorsprong in een willekeurig punt van de equator is geplaatst.

De lengte wordt aangegeven door ¢ en de breedte door 6. De snelheid van

het schip is V, terwijl ¢ de hoek is tussen de snelheidsvector en de ¢-as,

kloksgewijs gemeten. De bewegingsvergelijkingen zijn

_ 1V cosy

? "R "cos © (5.6)

. i .

6 == Vsiny (5.7)
noordpoeol

equator

fig. 10

We benaderen de snelheid door
V=V, - (V. -V.) sin® (} x) (5.8)
A A H 2 My °

waarin N de scheepssnelheid 1s ingeval van meegolven, VH met tegengolven

en xw =y - M, (zie fig. 11)

schip A®

fig. 11
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Substitutie van (5.8) in (5.6) en (5.7) geeft

1

¢ = i..E..a.s...a.{u cos § + } [u](l + cos 2 y) + u, sin 2 ¢J + uc} (5.9)
§ = %-{U sin ¢ + } [ul sin 2 ¢ + u, (1 - cos 2 p)] + Vc} (5.10)
waar U = i(VA + VH)

u, = Q(VA - VH) cos u_

u =

) = i(VH - VA) sin u_

en waar u, en v, de lengte- en breedtecomponenten zijn van eventuele oceaan-
stromingen. We hebben nu een dynamisch systeem gegeven door vergelijkingen

(5.9) en (5.10) met begincondities

]
D

o(t) =6, » 6(t,) =8,

en eindcondities

i
<]

d(tg) = 6 , 8(ty) = 6,

Het probleem is nu y(t) te bepalen zodat

minimaal is. De Hamiltoniaan wordt gedefinieerd als

A
= ] . -
H= | + YR {U cos ¢ + } [“H(l + cos 2 Y) + u, sin 2 ¢ + uc}
)
+ == {U sin ¥ + } [uH sin2w+u2(l-c032w)]+vc} (5.11)
Vergelijking met (5.4) leert dat Ay = 1. Derhalve is hier sprake van Pon-

tryagin's Minimum Principe (zie Athans en Falb (1966)).

Analoog aan (5.3) en (5.5) geldt nu

° oH

= - 2 o1
. 3 (5.12)
> - - 3H
Ay = 35 (5.13)
SH _ ¢

50 (5.14)
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Door eliminatie van ¢, 8, il, Ays Ay en A, uit (5.9), (5.10), (5.12), (5.13)
en (5.14) willen we nu een vergelijking opstellen voor ic Dit is de stuur-

vergelijking. Daartoe worden enkele vereenvoudigingen aangebracht door te

veronderstellen dat

Yy _ Y2 “e - c _
7 = 0(e), g =0(e), == 0(e) en T = 0(e)

c
<

en termen van de orde €2 en hoger te verwaarlozen.

Na een aanzienlijk aantal berekeningen vinden we als stuurvergelijking
. \ 2 . 2

Ry = Ai cos Y + A2 sin ¢ + A, cos Y + A4 sin

3 P+ A5 sin ¢ cos VY (5.15)

waarin de constanten Ai functies zijn van de overige variabelen. De verge-
lijkingen (5.9) en (5.10) kunnen in dezelfde vorm gebracht worden als de
stuurvergelijking. Dit stelsel vergelijkingen tezamen met de beginconditie
kan opgelost worden door wA te kiezen en vervolgens voorwaarts in de tijd
te integreren. De breedte van het eindpunt wordt gebruikt om de integratie
te beeindigen en de lengte om de afwijking van het eindpunt te vergelijken,

wat weer wordt gebruikt om de keuze van wA te verbeteren.
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Besluit

Volledigheidshalve geven we nog enkele, bij de Naval Postgraduate School te
Monterey, California, verschenen rapporten: Faulkner (1962); Bleick, Faulkner
en Haltiner (1967); Haltiner, Bleick en Faulkner (1967); Bleick (1968) en
Faulkner (1969). Volgens James (1970) wordt nog geen van alle tot nu toe ont-
wikkelde rekenprogramma's operationeel gebruikt. Dit in verband met het ont-
breken van een goede golfvoorspelling. Tenslotte hopen we, dat we door het
schrijven van dit rapport voor een ieder, die geinteresseerd is in het routeren

van schepen, de zaken iets overzichtelijker gemaakt hebben.
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