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C.P,J, Alewi Jin_a_o

Magnetohydredynamisohe theorieem ter verklaring van
het aardmagnetisch veld

1. Inleiding

Het is de bedoeling een overzicht te geven van de problemen die '
optreden bij hydromagnetische beschouwingen, voor sover deze vo;ﬁ belang kunnen
£ijn voor het aardmagnetisme. Onder magnetohydrodynamica, ook wel genoemd
hydromagnetisme verstaat men de wetenschap die zich begig houdt met het
samenspel van vloeistofbewegingen en magnetische velden, zoals dit in een
vVloeibare geleider optreedt. We zullen eerst nagaan welke overwegingen tot
een hydromagnetische verklaring van het aardmagnetisme geleid hebben.

Voor directe metingen is het inwendige der aarde niet toegankeli jk
Toch kan men uit vele verhdhijngelen inlichtingen verkri jgen omtremt de
opbouw, samenstelling en natuurkundige eigenschappen van de aarde,' Ben van
de belangri jkste methoden van onderzoek is de seismologie. De looptijd'en
en amplitudes van door de aarde voortgeplante longitudinale en transversale
trillingsgolven geven een beeld van de dichthkiddverdeling en toestanden
die in de aarde voorkomen. In fig. 1 zien we een schematisch .uoverzicht van
de gevonden resultaten,




Onder de korst, met dikte van 10 - 30 km, die uit gesteenten bestaat
met een dichtheid van ongeveer 2,7 g/om? bevindt zich de mantel met een dicht-
heid in de orde van 5 g/cm3. Deze mantel gedraagt zich ten opzichte van seis-
mische trillingen als een vaste stof. Wel zijn er waarschi jnli jk langzame
plastiche stromingen in mogelijk goals afgeleid kan worden uit het hydrosta-
tisch evénwicht dat er volgens grawimetrische waarnemingen op enige diepte in
de mantel moet bestaan, De mantel bestaat waarschi jnli jk voornamelijk uit
silioaten. Binnen de mantel bevindt zich de kern met een straal van ongeveer
3500 km. De kern heeft een veel grotere dichtheid dan de mantel en wel ongeveer
11 g/cm3. De dichtheidsovergang van mantel naar kern is zeer abrupt. Het gedrag
van de kermmaterie is als dat van een vloeistof., Alleen de longitudinale golven
kunnen zieh er door voortplanten., Oock langs andere weg heeft men aanwi jzingen
gekregen dat de kern zich als een vloeistof gedraagt, Als men nameli jk de
geti jbewegingen wil verklaren die de aarde als gevolg van de invloced van zon
en maan ondergaat, komt men tot de conclusie dat het kernmateriaal ten op-
zichte van de mantel een zeer kleine sti jfheid moet hebben, Over de aard van het
kernmateriaal zijn veel speculaties geweest, Een onderzoek van de verachillende
mogeli jkheden heeft het vermoeden doen rijzen dat de kern voornameli jk uit
1jzer bestaat, Aanleiding tot deze hypothese zijn; de grote dichtheid van de
kern, het voorkomen van meteorieten met een groot 1ijzergehalte en een verge-

lijking van de verhouding van het voorkomen van verschillende elementen op
aarde en op de zon,

Binnen de kern bevindt zich de binnenkern met een'straal van
1300 km, Hiervan is niet veel bekend, men vermoedt dat hij vast is,

Het geleidingsvermogen van ijzer is 10-43 mey; bij normale druk en
temperatuur. Men schat dat bij de omstandigheden die in de kern heersen, het
geleidingsvermogen verminderd zal zijn tot 3, 10€6e m eo Uit de optredende

fourierperioden der seculaire variatie schat men het geleldlngsvermogen van

de mantel op 10 109 me.

Het magnetisch veld, dat aan het aardoppervlak wordt waargenomen
komt in grove trekken overeen met dat veroorzaakt door een dipool die zich
in het centrum van de aarde bevindt. De as van de dipool maakt sen hoek van
ongeveer 12° met de rotaties van de aarde., De veldsterkten aan het aardopper-
vlak zijn in de orde van 0,5 gauss,
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In de periode waarin direste waarnemingen van het aardnagnetisch
veld sijn gedaan is de sterkte van deze dipool met ongeveer 5 % per eeuw
af'genomen,

Het veld dat men overhoudt na aftrekking van de dipool is zeer
grillig van vorm en kam in de loop van enkele tientallen jaren zeer sterk
veranderen, (men noemt dit de seculaire variatie). In het algemeen bewegen
de storingssystemen in westeli jke richting.

Hun snelheid ligt in de orddovan 0,2 lengtegraad per jaar. Men
probeert om yit het remanent magnetisme, aanwezig in geateenten, lava's,
sedimenten en bakstenen een indruk te krijgen van het magnetisch veld dat
aanwezig was bij de vorming van deze materialen. Deze onderzoekingen ver—
keren nog in een beginstadium. Wel zijn er aanwijzingen dat het dipoolveld
kan omklappen met een periode in de orde van 20000 jJaar,

Een uitvoerige beschouwing over het inwendige der aarde en het
aardmagnetisme treffen we aan in een oversichtsartikel van Elsasser [1].

We kunnen ons nu gaan afvragen door welke verschi jnselen het aard~.
magnetisch veld veroorzaakt wordt, Uit een harmonische analyse van het waar-
genomen veld volgt dat het overgrote deel zijn oorsprong heeft onder het aard-
oppervlak, Voor permanente magnetisatie komt alleen dat gedeelte van de korst
in aanmerking, waarvan de temperatuur lager is dan het curiepunt van de amn-
wezige ferromagnetische materialen, Het bli jkt niet mogelijk op deze manier
een quantitatieve verklaring van het magnetisch veld te geven. Andere onder-
goekers (Blaokett [2] en Berlage [3] ) onderstelden dat er, nog onbekende,
fysische processen moeten bestaan, dle bij een groot roterend lichaam een
magnetisoh veld opwekken,

De laatste decennia heeft de Womgnetiaohe theorie van het aard-
magnetisoh veld veel aanhang gevonden, Z1j berust op de interactie van het
magnetisch veld en de vloeistofstromingen in de geleidende kern van de aarde,

Het is nuttig eerst enkele verschi jnselen te noemen, waarvoor de
theorie ons een verklaring moet geven:

a) Het feit marbver we ons het meest kunnen verbazen is dat er mog
een magnetisoh veld aanwezig is. BiJ het ontbreken van bewegingen
in de kern zou het veld verdwi jnen met een Balfwaardetijd in dec
orde van 14000 jaar. Deze tijd is szeer kort in verhouding tot de
leeftijd van de aarde.
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Men moet dus concluderen dat er door nagnetohyﬂrodynamischa proces—
sen gemiddeld voldoende energie wordt toegevoerd opdat het magne-
tich veld niet geheel verdwijnt. Het bewijs hiervan is nog niet ge-
leverad.,

Een engere eis, nameli jk het bestaan van een stabiele stationaire
configuratie van vloeistofstromingen en magnetisch veld werd zeer
diepgaande onderzocht door Bullard en Gellman [ 4 ] en Rikitake

[ 5-10 ] maar leverde geen in alle opzichten sluitend resultaat.
Zoals uit het bovenstaande blijkt is deze eis te beperkt. Stelt

men deze eis echter niet dan komt men op het terrein van de magneto-
hydradynamische turbulentie, Op dit gebied wordt veel theoretisch
en experimenteel onderzoek verricht,

Het dipoolveld heeft een orientatie die weinig afwi jkt van de aard-
rotatieas. Als deze overeenstemming niet toevallig is in onze be-~
-tfekkelijk korte waarnemingsperiode; zullen we hiervoor een ver-
klaring moeten vinden. Dit betekend dat in de bewegingsvergeli jking
de corioliskracht verwerkt moet worden.

De seculaire variatie, We moeten hiervoor de oorzask zoeken in de
buitenste ligen van de kern, Een geleider werkt als een scherm voor .. ..
electromagnetische veranderli jke velden, Bij een fouriercomponent
met hoekfrequentie wis de indringdiepte volgens de theorie van het
skineffect d = (2 ug 0 ) 2, Als v6ve voor &% =100 jaar nemen
en het geleidingsvermogen = 10,10 e m e, dan is deze diepte

50 km. Men beschouwt de seculaire variatie als het gevolg van
wervelachtige bewegingen van de kernvloeistof nabij het oppervlak
van de kern., Publikaties hierover verschenen van de hand van
Bullard [ 11 ] en Scholte [ 12], .

Op de zon en andere sterren neemt men magnetische velden waar,
sommige van grote sterkte® en wisselénd met korte periode. Zonne-
vlekken worden ook vergezeld door magnetische verschi jnselen.

Van de planeet Jupiter heeft men cyclotronstraling menen waar te
nemen, wearschijnlijk afkomstig uit haar Van Allen stralingsgordels.
Men moet zich afvragen of er oﬁeréenkomst bestaat tussen de magne-

tische verschijnselen in de aarde, en die in sterren andere planeten
en satelieten,



TABEL I

Gebruikte symbolen
doorschuiving

electrische veldsterktec
magnetische veldsterkte
magnetische inductie
ladingsdichtheid
dielectriciteitaconstantie
permeabiliteit
geleidingsvermogen
vloeistofanelheid
stroomdichtheid
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II. De_magnetohydrodynamische vergeli jkingen

De beschquwing van hoofdstuk I hebben ons er toe geleid om als
eenvoudigdte model ter verkldring van het aardmagnetisch veld een bolvormige
vloeibare geleider met een straal van 3500 km en een geleidingsvermogen van
3.10-60 m e te nemen., Ter verdere vereenvoudiging kunnen we de vloeistof
homogeen en onsamendrukbaar denken door vacuum, alles in de hoop dat dit geen
invleed heeft op de essentiele prbcassen die we willen bestuderen.

De maxwell vergeli jkingen luiden:

1) divd =o 2) divig=-P
. €
3) rot§=957%f+'p :I) L) 'rotE=- -g%

Verder hebben we de vergeli jking voor de electrische stroom nodig:
-
5) JT=a B+oc [ ¥,B] +p¥
Voor de betekenis der gebruikte symbolen wordt verwezen naar

tabel I.

Bij processen met een voortplantingssnelheid, veel kleiner dan
de lichtsnelheid, kan in vergeli jking 3) de term 6'%-% verwaarloosd
worden. Uit een sohatting van de grootte ordes van de optredende grootheden
blijkt dat de term p? van vergeli jking 5) verwaarloosd mag worden



en dat de grootte orde van de energie van het electrische veld veel kleiner is

- dan die van het magnetisch veld. Voor een uitvoeriger behandeling van deze
schattingen zie Elsasser [13],

Elimineert men ¥ en J uit de vergeli jkingen 3), 4) en 5) dan kri jgt

men de z.g., inductievergeli jking:
-l

)
6) 3% = rot[ v,B] - ;1;_ rot rot B

met Hehulp van vergeli jking 1) kunnen we dit ook schri jven als

7) -?—ﬁ:rot[vB]+wA

De verandering van het magnetisch veld wordt dus bepaald door de
configuratie van het magnetisch veld en de vloeistofstroming,

Ve zullen de betekenis van de inductievergeli jking nu nader onder-

zoeken, .
a) Als er ' geen vlceistofstromingen zijn luidt formule 7)
0 B 1 >

Dit is de vergelijking voor het gedrag van het magnetisch veld in

een vaste geleider. Stratton [14) heeft dit voor een bol nader uit-
gewerkt,

We splitsen het veld in componenten, die ieder afzonderli jk expgnen. ..

tieel in de tijd afnemen.

Voor een dergeligjke component geldt dus: BrR ¢) = gﬁfo) LX) /‘75. /

Toepassing van vergeli jking 8) geeft :
__- Br o) = —f- A 5//?0/

Stellen we k ,“.g.. dan moeten we oplossen.

9) aB +.L£*8 . o

De oplossing van de vergeli jking
AW+~ kP =0

waarbij ¥ een scalarveld is, luiden in ‘bolesérdinaten

¢
10) )'f:m‘4= L. £ /4z} W/éaas/ “o 0 om @

Z is een besselfunctie en P een legendrefunctie.
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Deze formule wordt ook wel afgekort .alssg:

'rn,,{,, / m, _s
¥ = Z K.
n T By ) Y feg)
Y wordt bolfunctie genosmd.

Het blijkt dat de vectorvelden:
ad >
Z?:j}"mp) ?:W”ﬁ ) SIM?‘
met vaste vector a aan vergeli jking 9) voldoen.

Nemen we in plaats van a de radiusvector ¥ dan wordt ook aan 9) vol-

daan, We ibewpjzem dit als volgt; substitueer in de in de identiteit.

/2

c;/u_an(./j&’:z’/fbo./[a‘:,z’j ,«.;Mu/d,',?j-z\ohbz-ﬁ Zd»wz
~ [ X AAEL] - [ At &) |

s8 = T en B=grad ¥, dan krijgen we:

1) -7/:,&.0& l":I’/M[&imc?]+7um/ﬁ74mlj-7fdww}’*
+33/u.o¢. P)

We weten dat div grad YooK Vot '
Vullen we dit in en nemen we de rotatie vam 11) dan kri jgen we
12) o= 5 e 2oV LA, gran ¥] + 7 A2 rood (T NF) |
Miisrot ¥ W= Frot ¥ -[%, grad ¥ ] = - [2, grad V]. .
Vullen we dit in 12) in en schrijven we voor rot (X ¥ ) = T dan
vinden we,

—rotrot'.f-n-kz-'f‘:o
<> - - - ->
Uit aT= grad div T-rot rot T endivT = divrot (r ¥ ) = o
volgt dah:
2
13) . AT 4 x° Too

-
hiervan nemen we de rotatie, we krijgen dan na substitutie §= rot 7
A 3 + k2 § =0

Het vectorveld Z is voor ons niet interessant omdat in het algemeen
aw ,( 0 . .

Substitueren we in T en 8 de uitdrukking voor ¥ die door formule

10) gegeven wordt, dan vinden we:

() 9

e 2, g & 9/

16) S - Mimw) ) _ .
2= R LSa)y ;5. =R L Y
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Waarbij S (r) en T (r) functie zijn van de vorm > Zm” /{4.)

.

Men noemt de velden % de toroidale componenten en de velden § de
poloidale componenten. Nu moeten we nog rekening gaan houden met de
randvoorwaarden voor de metalen bol. Buiten de bol geldt in benade-
ring voor langzaam:.varienende velden ot Bzo. Ben dergeli jk veld kan
samengesteld worden uit.de componenten

oL g Py
1) b= 2Ll JL )y B et KA

a

/
Sfaxz—i:g %:. (2n) g
Zien we af van oppervlaktestromen, dan eisen de randvoorwaarden
dat B continu is aan het oppervlak,
Noemen we de straat van de bol R en vergeli jken we de uitdrukkringen

15), 16) en 17) dan komen we tot de volgende randvoorwaarden:
voor 7— MJ s

»n s ZA‘_‘_ZI /%’f/ao

S5
voor » S 24&_{ /zéf/r )

De kleinste k die op kan treden blijkt te zijn _4 = /93 ;;-/ﬂ
behorende bij §/° het dipoolveld,
De halfwaardetijd hiervan is s

=T T riEn
De optredende constanten zijn voor de aardkern:
R= 3500 km, «=1 em e, T= 3.10"6 eme.
dan komen we in de orde van 14000 Jaar.

»

De voornaamste reden waarom we het veld van een massieve bol zo
uitgebreid behandeld hebben 1s het felt dat het mogelijk is met be-
hulp van de componenten 7' 1n1$ S een willekeurig veld in een bol
te beschri;jveno Tot nu toe is er geen andere ontwikkeling gevonden
en de meeste onderzoekers op het gebied van de hydromagnetisme
theorien ter verklaring van het aardmagnetisme hebben er dan ook van
gebruik gemaakt. Bij de behandeling van de stationaire dynamo zullen
we echter met de schaduwzijden van deze ontwikkeling kennismaken.,
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We keren _;cerug tot de inductievergeli jking
é/ 5% = 2o [ 5]-/"’_ ol No? B
Eerst hadden we het geval V = o bestudeerd

Ben ander uiterste is /:’;-_ a0, dus een oneindig geleidings ver-
mogen., We krijgen dan
-

18) %—E = rot[ v,81. &
Voor een gontour € die vast in in de 0

’e—b
ruimte is geldt:

19) = fe,,‘ao.:/w%[»z?.?do.f[&:?] 42.-.342'[&23_7
opp o ad e c

We hebben hier gebruik gemaakt van formule 18 en de stelling van
Stokes, Aangezien div ﬁ =0 geidt voor elk gesloten oppervilak:

20) § B.AHDeo

oy
Hieruit kunnen we bewijzen dat over een met de vloeistof mee-

bewegende contour C1 geldt:

cl
L ] v
2) % [tuao'=2 [ 8 a0 §EraZ s
) ade e ’S't'wc " f‘ N J. e [dl::?_]
De vergelijkingen 19) en 21) geven samen
22) 2% 15«, AO=p voor een oppervlak dat met de vloeistof

meebeweegt. Een wand van een veldbuis bli jft wand van een veldbuis
en de flux door die buis bli jft gelijk., Men zegt ook wel; kracht-
lijnen zijn in de vloeistof vastgevroren, Deze beschouwingswi jze
heeft het voordeel dat men zich een beeld kan vormen van de vloei-
stofstromingen die nedig zijn om een magnetisch veld te versterken.

Deze zullen zo moeten zijn dat de veldbuizen uitgerekt worden.

Beschouweh we nu de inductievergeli jking in zijn geheel :

Qé’ - > Z -
6);_;_/:»/[47,3]-/?4»44_.48 |
Deze formule vertoont veel overeenkomst met de vorticiteitsverge-~

1i jking uit de hydrodynamica, zoals we in hoofdstuk II zullen zien,
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Men noemt daarom de faotoa;—--" de magnetlsche viscositeit en
A" het magnetisch reynoldsgetal R . A geeft de grootte orde
van de lineaire afmetingen van de processen aan en v de orde van
grootte van de snelheden. Men schat voor de aardkern Rm een waarde
heeft in de orde van 100, Het getal Rm geeft de verhouding aan
van de grootteordes van de eerste en tweede term van het rechter-
1id van formule 6), Als R <1 zal de productie van het magnetisch
veld kleiner zijn dan het verlies door diffusie, Naarmate de vloei-
stromingen die het magnetisch veld opwekten mlnder effectlef zijn

zullen we voor een dynamoproces en hoger magnetisch reynoldsgetal
moeten eisen,

De_kracht die het veld op de vloeistof uitoefent

Deze kracht is -—»
K

=[j:§>] =/—é[/ud,§:§°.]

De kracht staat dus altijd loodrecht op het magnetisch veld B.

Bij pogingen om de magnetohydrodynamische vergeli jkingen te

vereenvoudigen hebben veel onderzoekers zich mét bijzondere krachtvelden
bezig gehouden, Deze zijn:

a)

ol K= :j%; ot [t 8 B ] = o

In dit geval krijgt de vorticiteitsvergeli jking een vorm die
analoog is aan de inductie vergeli jking. In een artikel van
Chopra [15 ] worden deze velden behandeld voor het geval dat het
magnetisch veld rotatiesymmetrisch is,

K- {29 E, B =0

dit noemt men krachtloze magneetvelden, Hiervoor moet dus gelden

Een verdere beperking is:

rot B = a B waarbij a een scalarveld is, Door de divergentie van

deze laatste formule te nemen, vinden we (§, grad a) =

Om de zaak nog eenvoudiger te maken kunnen we nog stellen dat &
2
constant is in de ruimte, Uit rot B = a B volgt dan AB+ a” B =



Zoals we in hoofdstuk II zagen zijn. de oglosslngen van deze verge-
1i jking een som van compqnenten z (T + 8) die allen de zelfde half-
waardetijd hebben. Als exr, in de vloeistof geen stromingen zijn, zal het
veldvdué exponentieel met de tijd maar met behoud van vorm afnemen:
Krachtloze magneetvelden komen waarschijnlijk in de interstellaire
ruimte voor; zij werden bestudeerd door List en Schiiiter [16],
Carstou [17], Woltjer [19] Richter [18] en vele anderen.

We zullen nu een theorema d¢ver krachtloze velden afleiden, Daartoe
bewi jzen eerst de indentiteit van lamB en Thomson, Deze luidt:

Voor een vectorveld B, met een div B =io geldt

2) L [ B - //ﬁlo {1 8= & R)]: (7 [28 B ]) av
v v
s T is radinsvector,

We maken gebruik van de velgende vectoridentiteiten:
. -» brad
&) Awn=3 N //§/,Q,¢,2 =0 dk) /QZka‘wzj‘5?‘=

—dTn

8) (4] grant) T s z//wm ?J‘;/nm/;:])_ Ris s &t T

-—z’éﬁ,am/2?:7‘lfzjq""25;75
8) [Z[4£,71] = €/2T)- T/

+

K) awlZ, L] = (L 00T)- (&, 20.8)

.

p) @v 4T = 4 a4 4 /‘:’?¢f/znd§/

o) /214D (L [ER]) - /7 s F)
Uit &) vinden we, gebruikmakend van d), B) en 3& en div'§=o
8o (B g )7 = § [t [R.E ] 4 o (,F)s 3 E Lr 0ndF )]
dus: ) .M[&’; ] 47/1@4 [z, ZJ]. [x, 2tZ] . F
WIS (1 (BE) - VBT - (potrnat s )
= me ({18, [ F7]- 4 B8 7))

na toepassing van k), p) en div Bso

4 (80l B 4 (28] s L [Epontlr)-

i
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gebruik makend van g,
1 [B L 8 FT ~{/8 (2R 3]+/»wt/»z 6’/} (il 1)
~{ (B [ne 5 5)) +* £ /8 &)~ /5 7 MJ_]) /;M%(T/
= z’ (6F) - (7, r295,5)

2z

Als we op deze geligjkheid de formule van Gauss‘/”"’ﬂd" f[a‘ *Z)
toepassen, volgt de identiteit van lamb en Thomson, Stel we hebben een li-
chaam, waarin zich een stationair magnetohydrodynamisch proces afspeelt,

We veronderstellen dat er geen oppervlaktestroom is, dus het magnetisch veld
is ook ‘continu aan het oppervlak van het lichaam. Voor de totaal aanwezige
magnetisch energie geldt,

24) W4, = 4 //‘Kat/—- f//z L [t B 3.7/41/...—]/&"7]441/

De oppervlacte integraal verdwi Jnt, omdat een stationair veld. minstens met
Z in het oneindige: verdwiint, ¢n de volume integraal over het Vacuum is o
omdat in een stationaire toestand in vacuum geldt rot B=o, W wordt vol-
komen bepaald door het veld san het oppervlak van het la.ohaam, en is

evenals Wl nooit negatief. In een stationaire toestand kan het veld dus
nooit volkomen krachtloos zi Jn. Dit zelfde resultaat volgt ook uit de
energie vergelijking, die we in hoofdstuk IV zullen beharidelen, Het interes-
sante van vergeli jking 23) is echter dat uit het veld aan de oppervlakte van
de kern eén de totale magnetische energie in de kern iets te zeggen valt over
de optredende krachten, Deze zullen altijd een "expdosieve" component hebben

(@2)>).

Volgens een artikel van Deutsch in het Handbuch der Bhys:Lk [20]
heef't Woltjer aangetoond dat > "aan de rand van een gebied met K_o geldt,
dat de normale component van B op het oppervlak B =00 Als er geen stromen

buiten het gebied z:.gn en ook geen oppervlaktestromem dan moet aan het
oppervlak gelden B-o"
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Het bewijs van deze stelling heb ik echter niet kunnen vinden. Het
zgou interessant zijn.dit met de door mij gevonden resultaten te vergeli jken,
Het laatste gedeelte van de uitspraak die door Deutsch aan Wolt Jer toegeschreven
wordt is echter niet juist. Volgens de identiteit van Iamb en Thomson volgt
immers uit ?-o en /? =0 dat 15 dvs 0y dus dat in een dergeli jk
lichaam geen magnetlsoh veld kan bestaano

Een andere betrekking voor divergentievri je velden, die verwant is
met de identiteit van lamb en Thomson luidt

-

23a) f["' [2dZ 2] - f {/40,811‘-'3J+34/J57[45:?]}

zie Truesdell [ ]

Deze betrekking stelt ons in staat om het moment uit te rekenen, dat
door de krachten p [rot-ﬁ,-ﬁ lop een roterende geleider wordt uitgeoefend.,

De energie vergeli jking.

De energiedichtheid van het magnetisch veld J.S. ;—f— /g: 37
We berekenen eerst !

//3_’37 /8‘° 9‘9/ pas toe: vgl 6),

e d __{_ i -
= /& &,729 L, 27) AT /8 edei j pas toe K) uit hoofdstuk III.
Y/ XA I 44«:[«?3] 5]__.-//;1,45' 2dG/- . s [t B, £
pas toe @), 3) en 5) -2
=[P, [t B E])+ oo [[7 5], & ] - {$7- Heo[EE]- ot [15.5),F ]

e 32 =
= ‘/"77[4"5.»&’]/—/;“—_ 7 o L E ]
We vinden hieruit de betrekking voor de verandering van de totale magnetische

energie in een lichaam waarin zich magnetohydrodynamisch processen afspelen.

25) M 2 2y
ne "9t /~ |
= [(B L IAE TN AV~ /q. v- [[BR) 7.
v

o
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De termen in het rechterlid hebben de volgende betekenis:
1) //’3‘:;: [t B Z])d v = _/:"5': K)an is de arbeid die door de magne-
tische krachten op de vloeistof verricht wordt.,

”éﬂﬂ oLV

is de energie die door Joule warmte verdwi jnt,

-t D
3) f LE,H)dTD is de oppervlakte integraal over de poynting vector,
/]

die de stroom aangeeft van de electromagnetische energie, Dit is dus de energie
die door het oppervlak verdwi jnt,

De bewegingsvergelijking;

Deze luiden:

26) mn, 2—’-3'4- m/'ﬁ"j/mu]&’ +zm[‘£,3]=;:[mé:?]-;w Pk VAR

Voor een onsamendrukbare vloeistof is de continniteitsvergeli jking:
27) div v=o
De zwaartekracht en de centripetale kracht zijn niet in de bewegingsverge~
1i jkingen genoemd, omdat deze geen invloed hebben op de dynamische processen
die we gaan beschouwen.,

Nemen we de rotatie van formule 26) dan krijgen we:
28) e B o hod [ T a2 ] b e 4 Wt Lot B, 5]

Hierin is W = rot ¥ de vorticiteit.
Zoals in hoofdstuk III reeds werd opgemerkt, komt in het geval rot[rotﬁ,ﬁ]:o,
formule 28) formeel overeen met de inductievergeli jking 7). Wt
correspondeert met het magnetisch veld B,

Een schatting van de grootte ordes van de termen van vergeli jking
26) leert dat, voor de aardkern, de termmy A ¥ waarschi jnli jk verwaarloosd
mag worden, Dit betekent dat bij een dynamoproces de energie voornameli jk via
Joule dissipatie en magnetische vitstraling verdwi jnt.

De meest onderzoekers zien thermische convectie als oorzaak van de

vloeistofbewegingen., Over de aard van de vloeistofbewegingen in een ver-
warmde draaiende bol is nog weinig bekend.
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Men vermoedt dat de onstabiliteit zal leiden tot belvormige convec-
tieve bewegingen, Ook acht men de vorming van een straalstroom, in analogie
met de meteorologie, mogeli jk.

Stationaire dznamo's

Dit zijn systemen waarin de vloeistofstromingen en de magnetische
velden stationair zijn, en stabiel voor kleine storingen., Voor een onsamen-
drukbare vlceistof zonder inwendige wri jving gelden dan de volgende verge-
1i jkingen: ,

1) B0 " 27) av a0

6a = 2 - = o>
)M[m,ej i a2t B

262) m[ﬂZ’ﬁM}? + 27 [5?7.7=—/"'—‘-"‘—ﬁ "/2,/‘ {18, 8]

Uit het laatste volgt door de rotatie te nemen:
' - - >
28a) am M[rﬂ, wr2io] + 2 29[ 247 B, &] =0

Verder moet worden voldaan aan de randvoorwaarden voor het magne-~
tisch veld en de vloeistofstroming,
Tot nu toe zijn bovenstaande vergeli jkingen te ingewikkeld gebleken
voor een directe aanpak. Naar aanleiding van een sugestie van Elsasser [ 21],
hebben Bullard en Gellman[ 4], in een diepgaand onderzoek, het probleem op
een bijzondere manier benaderd., ZiJj stelden dat de vloeistofstroming bekend
was en zochten een oplossing voor het magnetisch veld die aan de verge-
lijkingen 1) en 6a) en de randvoorwaarden voldoet. Zij ontbinden daartoe
het magnetisch veld in de volgende klassen:
hmo j e ZAL 220 57 e T8 2 fostee
2 o4, B / 2 c & Compronrider)

Sur MBHISH) Y s S g A5y Y g L 4 as 2y

w38 3 pT ine 4n g

29

de poloidale componenten,
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Dit is analoog aan de vectorvelden ¥5) en 16) uit hoofdstuk IT

Bullard en Gellman gebruiken echter de functie T(r) en S(r) als wille-
keurige functies, Men kent geen andere geschikte manieren om een algemeen
magnetisch veld in een Bolvormige geleider te ontbinden,

De vraag rijst of we niet met een eenvoudige veldconfiguratie kunnen

beginnen en hier een bewegingsveld bi jzoeken., Reeds in 1934 heeft

Cowling [22] aangetoond dat eenvoudige configuraties van het magnetisch

veld, met gesloten krachtlijnen, in het algemeen aanleldlng geven tot

een neutraal punt, Dit is een punt waar B- en rot rot B :} 0 zodat aan

6e) niet voldaan is.

De ontbinding in componenten 29) heeft de volgende eigenschappan:

a) Elk divergentieloos veld B kanm ‘één-8&nduidig ontbonden worden ‘
Z / Tt Su ) » Waarbij gesommeerd wordt over combinaties
van n en n,
- -
b) atv7Tz0 o oaiv S=o
c) Toepassing van de operator rot rot op een veld dat bestaat uit

één klasse (S of T, &&n bepaalde n en m) geeft een veld uit
dezelfde klasse,

a) De randvoorwaarden voor een stationair magnetisch veld zijn een-
voudig als voorwaarden aan de functies T(r) en S(r) aan te geven,
c) Voor de intergratie van inproducten van veldvectoren over de hele

bol bestaan eenvoudige formules, _ ,

Tegenover al deze fraaie eigenschappen staat echter een groot na~
deel, In de vergelijking 6a) komt de term rot . [;,3] voor., Stel dat we de
ontbinding in componenten van de vectorvelden v en B kmmen, Dan ‘thoet het™ ™
vectorveld rott-v;_ﬁ] ook in componenten te ontbinden zi Jn. Bij het berekenen
van deze term stuiten we op de moeili jkheid om het product van twee bol-

functies in een somreeks van bolfuncties uit te drukken.

Het is wel mogelijk om te zeggen welke termen zullenoptreden, maar
de coefficienten zijn niet bekend, In de meteorologie treffen we hetzelfde
probleem aan, Voor het bestuderen van de algemene circulatie is het prettig. .
~de IncitWewsgingen met behulp van bolfuncties te beschri Jven, Bij dynamische
beschouwingen van de interacties tussen de ‘versghillende componenten treden
dan weer producten van bolfuncties op die niet in algemene vorm oplosba.ar

zi jn,



Voor literatuur omtrent prodﬁcten van legendrefuncties en bol-

functies verwijzen we naar[ 23]. .
~ Bovengencemde moeili jkheden zijn dan ook de reden dat Bullard en

Gellman wel combinaties van velden en stromingen kunnen aangegeven, die bijna
‘een stationaire dynamo opleveren, maar geen algemene oplossing kunnen vinden,

De eenvoudigste combinatie die bijna stationair kan zijn is een
s’ en T’ beweging met een sP, ,7:.0: %%, T2 veld, Rikitatie [ 6-%0 ]
heeft een onderzoek ingesteld naar de stabiliteit van een dergeli jk systeem.
HiJj komt tot de conclusie dat dit soort dynamos stabiel is als de grootte
orde van het magnetisch veld de 105 gauss niet te boven gaat. Hij acht daarom
zeer sterke teroidals velden in de aardkern mogeli jk.

Magnetohydrodynamische turbulentie

Het probleem van de magnetohydrodynamische turbulentie kan als volgt
geformuleerd worden:

"Stel we hebben een geleidende vloeistof in turbulente beweging.
laten we aannemen, dat er altijd zwakke magnetische velden in aanwezig ziJjn,
De vraag is nu of deze velden gemiddeld verstrekt of verzwakt worden door de
turbulente bewegingen".

Het onlangs verschenen boek van lendau en Lifshitz, Electrodynamies
of contimous media, [24], wijdt hier enkele bladzijden aan. Hieruit, en uit
andere publikaties [25,26] bli jkt dat deze tak van de hydrodynamica de fasge
der subjectieve redenatie nog niet te boven is, Het grote kmelpunt is de
onvolmaaktheid van de theorie der turbulentie ih het algemeen,

Men redenecert ongeveer als volgt; Stel dat de magnetische velden
zo zwak zijn dat zij geen invloed op de turbulente bewegingen hebben. We
kunnen twee oorzaken aangeven voor de veranderingen in het magnetisch veld,
Dit is in de eerste plaats het verdwi jnen van het magnetisch veld door dif-
fusie, Dit effect neemt af naarmate de afmetingen van de veld configuraties
grotér zijn., In de tweede plaats hebben we de invloed van de turbulente be-
weging op de veldbuizen, We verwijzen hiervoor naar blz, 9., Twee deelt jes -
van de vloeistof die in elkaars nabi jheid liggen zullen gemiddeld in de loop
van de tijd van elkaar afbewegen. Dit zal tot gevolg hebben dat de veld-
buizen uitgerekf worden, en dus dat het magnetisch veld versterkt wordt.
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Deze redenering is zeer syb jectief, men kan evengoed zeggen dat een
platte veldbuisschi jf in de loop van de tijd een groter oppervlak krijgt, en
dus het veld gemiddeld verzwakt wordt, We zullen daarom dit probleem wat nader
gaan beschouwen, We gaan uit van een onsamendrukbare vloeistof met éen-oneindig
geleidingsvermogen., Stel dat we ten ti Jde t een kubus vormig stuk veldbuis
hebben met een homogeen magnetisch veld 73)0 in de
richting van de z as. De magnetische energie in
deze kubus is evenredig met 4,74° en de flux
door het bovenstuk is evenredig met & at.

Ne verloop van enige tijd, op het tijdstip t,
is deze kubus vervormd tot een parallelopipedum.

We nemen de z as weer in de richting van het
veld, We veronderstellen dat de lengte van
de opstaande zijden nu A+« a is., Het opp~
vlak van het bovenvlak noemen we OJ| s en de
hoek van dit vlak met het x y vlak noemen
we O ., Daar de vloeistof onsamendrukbaar
is, is het volume in beide gevallen het-
zelfde, dus 2°s fa+aa )0 v P,

Ock de flux door het bovenvlak bli jf't

geli jk, dus B, a%e B,.0,. Cos &,

We kunnen nu de verhouding van de energie
op de tijd 1;, en die op tijd to een-
voudig berekenen, We vinden dan:

30) % = [/+¢)Z‘

We merken op dat de hoeky geen invloé@. heeft

op de energieverandering in het vloeistof-

element je, Wat we willen weten is de ge-
middelde energieverandering

M) ¥omieaw et

Het hangt van de waarschi jnli Jkheids verdeling
van « af; of de energie in het vloeistof-

element je gemiddeld zal toenemen of niet.
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In een vloeistof zal dege waarschi jnli jkheidsverdeling, P(d) een
functie van de tij’& en de afstand a zijn, Zoals reeds eerder werd vermeld
is de diffugie van het magnetisch veld per ti jdseenheid afhankeli Jk van de
afmetingen van de veldconfiguraties, Br is dus bij een bepaalde dissipatie-
snelheid een afstand aan te geven waarover het veld ongeveer homogeen is,

Als de functie P(d,a) bekend is kunnen we een indruk krijgen van

de wervelafqetingen die geschikt zijn voor turbulente versterking van mag-
netische velden.,

Zijn de magnetische velden in de vloeistof sterker dan zullen desze
de stroming gaan beinvloeden en in het algemeen de turbulentie onderdrukken.
Vele onderzoekers vermoeden dat er in de evenuichtstoeétand een aequipartitie
bestaat tussen de energie van het magnetisch veld en de kinetisch energie van
de vloelstofstromingen. r'

Zen andere benadering van de magnetohydrodynamische turbulentie is
het geval waarbij men de wervels als massieve roterende bollen beschquwt en
de omgevende vloeistof im rust. Bullard [29 len 1ater Herzenberg en lowes
[27] hebben dit geval uitvoering onderzoekt.,

' Hoe eenvoudig het ook 1i jkt, een turbulente wervel door een massieve
bol voor te stellen, we zpllen nog enkele vereenvoudigende veronderstellingen
moeten maken, voordat we tot een mathematisch aanpak van dit probleem over
kunnen gaan. Voorleopig nemen we aan dat het primair aanwezige magneetveld B
homogeen is, de omringende geleidende vloeistof in rust en van oneindige \ut-
gestrektheid, Een bolvormig gedeelte van de vloeistof is in eenparig roterénde
beweging, Dit geeft aanleiding tot een secundair m#gneetveld l-;. We nemen aan
dat de toestand stationair is, Het totaal aanwegige veld duiden we aan met

‘p + B o Waar nodig, zullen we de velden in de rotator met een aceent
aangeven, We zullen gebruik maken van carthasische coordinaten, X » Y 2 %,
bolcoordinaten, r,0, ¢ , en cylinder coerdinaten, p ,9 , z . De eenheids-
vectoren van deze stelsels worden respectieveli jk aangegeven door

> 2> > 2 >
*® v, 2, 7, é, @ Ps Pr3E 3 . De rotatievector van de bol wordt aangegeven door

® net absolute ma.rde

Het veld B bulten de bol zal moeten voldoen aan de vergeli jkingen:
32) A B=o en div B=o
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Voor het veld binner de bol B leiden we uit de inductie vgl (6) af,
33) M[[w/z]g’]f—’— =0

It

terwijl ook hier moet gelden div B —)1—0

Als randvoorwaarden eisen we in de eerste plaats dat op grote afstand
van de rotator B tot B nadert, Een tweede stelsel randvoorwearden zi Jn die
welke optreden aan het oppervlak van de bol.Hier geldt B=]—3)1 en E=1-i:>1 Voor een
klein gedeelte van het oppervlak kunnen we dit wel als vlak beschouwen. Ve
richten hier een rechthoekig assenstelsel op met de z as naar buiten gerlcht
en de y as in een rlchting ‘loodrecht. op ao Baar langs het oppervlak ﬁj geldt

28, ‘ y

22 28

hierook '97‘7#’“'/9—#_9?’7
/7 /

§1= dus "’5"‘4- 7'77« zgzs T‘?f"*?* 3=

We kunnen dus concluderen dat aan het oppervlak geldt

28, Q&%
34) 5o = 527

v
O
\

->
M is div B = div

)
(MR
N

Volgens vgl 3 en 5 geldt in een geleider
ek B sar [E w7 BT

Nemen we hiervan de y component aan het oppérvlak van de rotator dan
kri jgen we , , ,
- _ - _ E
/M!’{?—/wv/ﬁ;f +[/v_,f-7// = A7 7
MZ = o £, |

dus /Mg’/; = /MZ/;

of wel 2Z, 287 2& &
5% T a2 = e - 22
it BB
en daar uit B=B aan het oppervlak velgt dat
?.8 2 &2
@*_ D N
is dus
-2 28/
- A
35) >z 5=

Een strengere afleiding van deze randvoorwaarden, met behulp van
orthogonale kromli jnige coordinaten treffen we bijvoorbeeld aan in Stratton
[14]. ‘

Nemen we cylinder coordinaten met de z as in de richting van fo’, dan
geldt in de bol 4 87, =/a Z27), =T S, D«/f"':?'J

=_/¢.v-co/;,of/z[/o32//7)_/§;z

e
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A

en buiten de bol 4 B, =0
Vermenigvuldigen we met Bz' respo Bz en intergreren we over de gehele
ruimte, dan krijgen we
fez.Ag d.V-/a»v‘pu j &, '3/8 aVv
2 =0
ﬁr/i {:;rg.inaat / te inter-

greren, Het linkerlid kunnen we met behulp van de formule van Green transfor-
meren,

2
28,aVs [ B l5m8.) dp- [(greaeBy) @V =0
fBa.A o "7-‘[7' ; } f; '/

Als we de randvoorwaarden ?—)2,, op grote afstand van de rotator
streng genoeg kiezen /fé = ﬂ//rl/ / dan verdwi jnt de oppervlakte integraal
en volgt uit de andere ‘integraal dat overal 7%5 =o.Aangezien voor het
homogene veld £, geldt ;mze =g, moet dus ook overal ;«‘u.d.,d dus »‘ is
constant gelden, Op grote afstand moet ,( tot nul naderen, dus geldt overal
36) A, a0

Deze stelling geldt voor elks rotatiesymmetische rotator.

Het laatate zien we in door eer

Superpositie van oplossingen,

‘w De inductievergeli jking, de vergeli jking dw?.o en de randvoor-
waarden; bestaan allen uit lineaire operatoren werkend op het veld—ﬁ‘ Hieruit
volgt dat, als het primaire veld ? een secundair veld £ opwekt en het
primaire veld -é: een secundair veld 4 een primair veld 8 ar 3 +5’
een seoundair veld zal teweegbrengen /?'a ,2; 2;_

Homogeen veld in de richting van w

In het geval dat het veld -B: dezelfde richting heeft als de rotati: -
as heerst er symmetrie ten opzichte van deze as, Nemen we een dunne cirkel-

schi jf met straal a en dikte A z, concentrisch om deze as 1T P E
dan geldt, volgens Gausz: o
0. f”d.,‘,/{otv..ﬁ/?z\d0=z7ra.,§)/a .2).02 42

o af
We hebben hierbij gebruik gemakt va/J de stell:mg dat / overal o is
heeft dus alleen een component in de riphting van
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PP - b d - ~?
Uit =8, +4 ,%w?soJ%/g:-aJAE’so )/{_-.-/(/\
> .
en AB""‘/“V'M[/J:’?J vinden we
pyd — —
bL s T prtl [ 8] tnn v £ oo
We gaan over tot bolcodrdinaten en vatten w op als een, functie van
de plaats, Dan is 3” /4, 6’,//_—: At B . 0 2,0) 2 '
d . —
>
De oplossing van deze vergeli jking is
- ) > Py
,{/4‘.‘},/_:_1: ﬁfwe’/@)?uoe’u/;’dyl
”

V. oo o
Voor een massieve rotator verandert e alleen aan het oppervlak van de rotator

en we vinden dps

’ - ’ 3 )
=7, - e T /2 _ I D S v / /dO /
HE) = 2T 5]
ol -
warbi j B,,,L de component van het primaire veld in de richting van de naar
buiten gerichte normaal is,

Stellen we de straal van de bol a dan gaat de laatste formule
over in:

/2‘7’?/’ - AT wa é, o 0’ /7:40.'
PP 5 ey
- aras g f] oo otafts)
v @ . 2y,
== /4_“0‘0"@38 _’/’T”- 2,/ /
. L ./o 0/44“6,4—39/4;3//-// X
I e | | — ’
Xﬁz‘: /22”'" [4. lonsr) 4. (e &)+ 3423: /3._1/499'//:7/479/&1-a[d-/‘7]d0 a//

ey

—> 72>
2/ £ /%) _ f rwat 8, f Fmbine
2%
De hierbij gebruikte ontwikkeling van —::—-_—, in boifumties geldt
alleen voor rda, 7
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Homogeen veld loodrecht op m, lage hoeksnelheid

Een eenvoudige, algemeen geldende oplossing is in het geval van
een transversaal primair veld niet mogeli jk. De exacte oplossingen van dit
probleem zijn gevonden door Bullard [29], We zullen hier de benaderde op-
lossing afleiden voor grote en kleine hoeksnelheden,

Het ligt voor de hand om te veronderstellen dat bij lage snel-
heden de oploééing geschreven kan worden als een machtreeks in g We zullen
eerst onderzoeken onder welke voorwaarden dit toegelaten is,

Het totale veld B moet voldoen aan de vergelljklng.

AB = - porot [v,B].

We kunnen deze vergeli Jklng, met randvoorwaarde B..B op grote af-

stand van de rotator, vervangen door de integraal vergeli jking:

38) Brp). B s 2L [l LT FT Y

/s };’_54/
na partiele integratie wordt d.:Lt
B75)a & - /[ et e T F )] 2V

We vervangen ?door o, én proberen de oplossing:

é”_ Z o™ g )
en krijgen dan de reourrenﬁ;e betrekking:

ity o) /
o /"/“r/[/“"/rz/ LZ, &) ] aV

De convergentie voorwaarden krijgen we als volgt:

"/»//

B> < / | Lpoast e L7801 v e E [PELED

/
=7
715, [

d[//

//4

Aoty /8 /'aw//

"t U S
< 477- / h’/ L /
/‘ vt
Voor een bolvormige rotator met straal a blijkt het maximum van
op te treden bij T = o en gelijk te zijn aan 4wa. Verder geldt /ia/ =o
dus we hebben de betrekking 4
Herhaslde toepassing van deze betrekking geeft:

- VENY s & [t a2 )™ /8, Wi

De reeks Z ..,™£"V zal dus absoluut convergeren als / va’w za < /
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We zullen nu het seccndaire veld berekenen van een geleidende bol
in een oneindig uitgestrekte geleider, met het primaire veld homogeen en
oodrecht op de rotatieas, de bol langzaam draaiend, [x <</ /

We kuhfien volgens het voorafgaande dan velstaan met de eerste orde
benadering in w.

Voorlepig veronderstellen we dat de snelheid ¥ een vector veld is

dat continu van de plaats afhangt Volgens formule 38) mogen we in eerste be-
nadering schri jven:

SN A G X Y
yr /)5?-/2.’/ .
= 4—7-/}41/ (T8 JaV’ /
/ M_,__,/ //u/ 78, ] Py

//}"-4'/

A A /
L4 A 2 i Ve 4 ]
Het tweede 1id verdween om dat de term /7‘;47;’_/. in de continne be-
naderlng geacht kan worden smeller dan /2/"2 naar o.te gaan, Hierna kunnen

wo ¥ de eerste intergraal de in Pns geval optredende discontiune waarde laten
aannemen,

- > 2
Mis [ 4 597;,40[[5:)/7-7,4]:—‘“3/6?02//
dus

4/4/3._/L7_w M/Z’T.)L //3‘/?'/ ‘/V/

v /)Z’-/g ’ /
= 0 /
Evenals bij het geval,@ //44 lossen we dezq :mtagraal op door de
functie _’/_, in bolfuncties te ontwikkelen, We vinden van voor r)a , &/

39) /R

=¥ /v -~ g
4/4/_._/_;_a/s-“v_w&$/,/ [l oo o
42

Homogeen veld loodrecht op de as grote hoeksnelheid

Voor een waarnemer die met de rotator meebeweegt wordt er nu op
de bol een wisselveld met kleine periode uitgeoefend. Vanwege het "skin"
effect zal dit slechts een kleine indringdiepte hebben, De verschijnselen in

de rotator zullen zich nabij het oppervlak afspelen., Het primaire B staat
loodrecht op de rotaties ag}
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Eerder is bewezen dat ook hetsecundaire veld—‘; loodrecht op?staat.

Nemen we cylinder coordinaten, met z aa in de richting van'&¥ en
voor B een complexe vector die wvoldoet aan div B_o en als reéle deel het ge-
zochte veld heeft; dan is het uit symmetrie overwegingen aannemelil Jk- dat de
velden afhankeli jk zijn van de hoek / met de factor ¢ ". De componenten van
F in e riehtingen,,/,/ 2 zijn dan,

£ {14+ gy <0 |

Als we eisen dat deze complex B aan de maxwell vgl voldoet, dan geldt
binnen de rotator
=%/

s9a) AE_%O_,‘) 2"’;0 %zgo
48= e 2 2. = 0

De "skin" diepte d is d = /f/aa V‘w)-f

We zullen nu een benaderde oplossing hinnen de rotatbr trachten te
vinden, Op een punt van het oppervlak richten we een carthesisch assenstelsel
op, met de z as naar buiten gericht en de f as in de richting van V.

Stel 1 is een karakteristieke lengte waarin g langs het rotator
oppervlak varieert, dan is ° ‘9 / (‘?I ﬁ/ )£
vergeli jking 37 a. wordt nu dus

5 - Ll ”/z-a/]é’

De oplossing van deze vergeli jking is: <)
/4 ¢ <4
5/002/.=é’/&a o/,éayp/*zu[/"ﬁ/ /] }

In de exponent hebben we alleen het s~ teken genomen in de veronderstelling dat
het veld naar binnen toe zal afnemen, Uit de laatste wergeli jking leiden we af
dat aan het oppervlak geld'b

28 /,‘ ¢ a Z’

2z < [ /4 ﬂ/ / ] ‘5 .
Volgens ds eerder afgele:.de randvot)rwaarden geldt aan het oppervlak
Y- 28" 5> =
o2 2 -4
22 = 33 64
? &

g . ‘:' /#4[ ﬁ/ /7//2
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Buiten de rotator geldt Ao B0 er is dus een potentiaal ¥ zodanig

—,
dat 3.,.7’.A..¢W,De laatste vergellgklng mrdt dus:
'a w__ ~ }]‘,{ 9‘}"
rys

'Ult A B0 volgt 4¥:0,dus nabij het oppervlak 72;0_ 0&1/ ¥
Vullen we dit in dan krijgen we

P B rieo/E)TE pfh) P

/+¢

- m[/,« 0/4)] ﬁ/{‘/}‘*
Lo/E) ¥

Hieruit le:.den we af dat aan het oppervlak £+°2 alsd+o dus (J"
onder voorwaarde dat 1 eindig bli jft bij toenemende hoeksnelheid,

Als verdere randvoorwaarden hebben we nog: 24, = 28]
°2 ?2
aan het oppervlak van de rotator.

Analoog aan de afleiding van de vorige betrekking vinden we dat aan het
oppervlak 450 als @ f_y0.

We zullen nu het uitwendig veld van de rotator trachten te vinden,
De 4 component van de vergeli jking 45-;3. in cylinder coordinaten, met de ocor-
sprong in het centrum van de 'bol en de 2 as in de richting van W luidt:

“Flaips) 2 gf
Hierbij is gebru:.k genaakt van d:.v =0
Omdat Leo geldt A // &
Als randvoorwaarden hebben we dat

/ 7.8 /z-«ma%/%d-’ao

/ P8 /4 want volgens de afgeleide voorwaarden
heerst er aan het grensvlak alleen een component van _]?:Ln de richting van

; l De oplossing van _deze vergeli jking is:
: 3 .
/-gf _—_-BJ..Q-._d_"‘*a.m/_—BOQWO‘M///;‘

3
) Bf,. 504.,/_ B, a m//43
De divergentie vergelijking is in cylinder coordinaten:

a/// &/ 53 /'!'1762 =°
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M is Bzzp dus:
3,4 =5;//‘§°/‘ b op - &, 53 (7-3-024)

8. . &3 . R
waarbij gebruik gemaakt is van de rand voorwaarde
By = -8, srinf 2s 2 = o,
Het .secundaire. veld van een sneldraaiende bol omringd door een ge-

leider en met een homogeen primair veld loodrecht op de rotatieas kunnen we
samenvatten in:

dus

W) . B, a3 zz’ﬂiux /o :f:*—*/ ) & w1/
Uit dit resultaat zien we dat de karakteristieke lengte ® van de orde a is.
We mochten deze benadering toepassen als 2-“ <</ ‘
Moy X /&1/’7'”/—5. = :m% - fi/-‘

De benadering is dus geldig voor < 3>/
Dit zijn de gevallen waarin de "skin" diepte tot een dunnen laag aan het
oppervlak van de rotator beperkt bli jft,

Alverens over te gaan tot het geval dat de omringende geleider zich
niet tot het oneindige uitstrekt geven we een korte samenvatting van de gevon-
den resultaten, tesamen met de Wweldem van roterende bollen -omgeven door
vacuum,

De componenten aanduiding is volgens /42 , ,(0 AL

f , en geeft
het veld buiten de rotator, f{

a./ 30//4?,;@44&3@5&%“4,4
—_— s
/Ja_s__f,aa-wfs 50/60 -t aenej
4/5,//42‘:me°¢
L=
c’/l-’?.u:’, pola dtar,, « << /'
- b y

€ = ;? O s :_:. 80 /—4»4’«”%4—90%/)/45‘0~24m19}¢“/]

2>, =
4/4-“0,%)«<</
A 4 as
Z 3o T 23 do/fhﬁmﬁ-mamh/‘ év-a/j

'Z/Z:J-Z?,;G%,d >>/
7 o3 .
J f

z ¢ =

3
- =é /24—»15 Cr g, - s cw/_,«m;/}
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Het veld van een rotator in een bolvormige geleider.

Tot nu toe hebben we gewsrkt met omhullende geleiders van oneindige
uitgestrektheid., Als de omhullende geleider begrensd is zal dit ‘tét gevolg
hebben dat er in de geleider een zogenaamd gereflecteerd veld optreedt,

In onze benaderingen zullen we de invloed van het gereflecteerde
veld op de rotator verﬁaa.rlozem |
In de geleider buiten de rotator moeten de velden yoldoen aan de
volgende voorwaarden: |
MZ;,..,-F;Mﬂa;MZo o Alas Z.- o
In het omringende vacuum zijn de voorwaarden:

M?:o ,'dp'vf?:o /;_'__/:E-,ao J—-—.,;&:—'o?a»q
We nemen nu aan dat de omringende geleider een bol is en werken met

bolcoordinaten ten opzichte van het centrum van deze bol,
Behalve voor het geval er velden optredén van de vorm grad é’ / kan
het electrisch veld in de geleider worden geschreven als -fmad/’—:-_ 47’] en het

magnetisch veld als/,,g-Z‘/ﬂM 7));&‘]*/,%[5% /Aiﬂmdzo.‘wa],a

Buiten de geleider kunnen de velden afgeleid worden uit:
=2/ @ - . .
£=/M[9?./’27‘"/_74» 6':;%»[5_/%[7] et a Vs s %o
We rangschikken deze velden als volgt binnen de geleider:

/ﬁp Qs §-/ur1/_¢m Fz] Z=/“~"—/¢—i /4"57/
Phs 5 . S 2 pmalp rnfg)] £ .0

M’é{%: -
7/{_&*' 4“= . %I;/M/aTi/ép’y/

-2, -
; .
Gr 5 &, =pense /55028 ) £ o
_, Decrandvoirwearden aan het oppervlak van de geleider zijn
- .
8. &, [ETI. rBT) ET.,

Zetten we deze om in voorwaarden voor de potentialen, dan vinden we:

Eo %/&Py_i/&}‘”/
/ y 2l g 2,
F- °f  2f
22 T Fa

Ve stellen ons mu eerst een oneindig uitgestrekte geleider voor waarin de
, b Se
secundf.ire velden b _en L
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We werwijderen nu de geleider in r>r

Dat gedeelte van het veld, dat van het type/s is bli jf't ongewijzigd. Binnen de
bol moeten we een extra veld van het type d. (het gereflecteerde veld) toevoegen
om te voldoen aan de voorwaarde ¥, e& =2, De velden van het typeo¢ buiten
de bol geven alleen een electrisch veld.-.’ -

De componenten in de richting £ van het veld /(“ zijn alleen voor de

velden van het type/gongelljk aan nul, We kunnen dus conoluderen dat in onze
benadering geldt:

) / /z v N DA,
Aangezien /z, bekend verondersteld wordt en het magnetischveld in vacuum diver-

gentie~ en rotatievrij is hebben we nu voldhende .gegevens em  voor r)ro
te berekenen,

Stel voor r)ro geldt b=»grad X

R WIS VNN LAV

? n

= Yoo | (74w

Als /Z V4 /¢—'n / voor n3/ , dan is X constant in een concentrisch opper-
vlak met r =00 We kunnen X daar o stellen, Het resultsat is dus

W Xlne,g) e L [OELL 0, g)) an
Opmerking:

Bij de velden van het typeA treden buiten de rotator geen electrische
stromen op. In dit geval maakt het geem verschil of er buiten de rotator een ge-
leider of vacuum is.

-y

Als we een massieve geleidende bol hebben, met straal Rc s wWaarin een
massieve bolvormige geleidende rotator draait, en op deze rotator werkt een
homogeen primair magnetisch veld, dan vragen we ons af welk secudair magnetisch
veld in het vacuum buiten de bol weargenomen wordt.,

Als we afzien van de effecten die het gespiegelde veld op de rotator

uitoefend, hebben we in het vooafgaande voldoende betrekkingen afgeleid om het
probleem op te lossen,
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We gebruiken Bolcoordinaten /2 '{ & met de oorspromg in het centrum
van de omhullpnde bol 0, en zc gekozen dat het mlddelpuntq van de rota.tor
in de richting van # =o ligt, terwijl het vectoriele product g:ll\w de
richting heeft van f.. (Zie fig 2) De afstand V4§ noemen we /. f is de hoek
tussen de richting van W en 2, We definieren de vector 5 als ®a I' In een
punt P buiten de omhullende bol willen we het veld b weten, De afstand 0 P

noemen we r en de afstand §P 2, .

We kunnen nu drie gevallen onderscheiden betreffende de orientatie
van het primeir magnetisch veld B .

Fre 2.
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- - — ~ —>

Dit zijn: 1e B, /T ; 2~ B, /4 s 3¢ B /S
We zullen alleen de gevallen nagaan met grote rotatiesnelheden, d >>1..
Het geval d <<1 is hier op eenvoudige wijze uit af te leiden, VWe veronderstel-
len eerst dat de omhullende geleider van onelndlge uitgestrektheid is. Het
secundaire veld b is in dit geval bekend. Uit de eerder verkregen formules
kunnen we dit veld beschri jven in een carthesisch coordinatenstelsel met oor-
spropg§ . Vervolgens voeren we een coordinatentransformatie uit, bestaande uit
een rotatie over de hoek 7 en een translatle haar O. Dan nemen we het inpro-
duct met de vector # en we kri jgen (b ?)

De hier aangegeven progedure is nog al bewerkelijk en we volstaan met
het geven van de einduitkomst:

1e & /5

Z
/265?245? =- 4//4¢V‘4L5}5060 253"3"{;¢E’€(62¢”‘9 _4‘/_4h;.5>59995

2¢ 2y "A%"f‘*""z"““"‘“‘/f
(E X )-8 02—:""/.,4‘»«4&- 5°A$_3ZWf/¢o=fAMQ

36 —-://4__9 -44%2/*24%{/4479-4/%94—4/j
(L. %)a

= * /34 :
o ‘23 o B4, ,2,3/2;?4—%»“9 2aly - oy oj

Is de omhullende geleider een bol omgeven door vacuum, dan kunnen
we de potentiaal van het magnetisch veld buiten de bol vinden met de
formule 41):

X = /49//__///2 L /e o, 4)) o !

Het resultaat is:

Ll &

ARy 4’*’/37—%2-//
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b3 x:— 80 "-3 4"‘3/.«4-%9 g
/ ~,2 /"‘""//5-9/ + £ —L—amf/&’oaf[fnﬂ.f.

_-ll—'mp

- /*4..,/,,_,) ]”“*«’/’tzmjf:m/”zma/]%/f

/y 3

N

- -

8,z
\5’3 %‘u'ddo‘us - 4
/; } /*‘0':/4..;/ {

’*éc-a/e 527‘“2/*
+éa3 §

De hoek,/3 is de hoek tussen de richtingen / f=o / o /q »2/
In het geval dat de rotator zich in het centrum van de omhullende
bol bevindt is /5;9 en kunnen we zonder de algemeenheid te sohaden stellen

dat j’_.

We vinden van voor 5 Ve Z=o

— 3 .
en voor 8, 1 = =—_€2:‘_ . o f e
2

een resultaat dat reeds eerder door Bullard [29] gevonden werd.

Herzenberg en Lowes [27] hebben met behulp van de hierboven afge-
leide: formules de velden berekend die aan het aardoppervlak zpuden optreden
als er nabij het oppervlak van de kern een bolvormige wervel in een homo-
geen veld zou draaien, Vergeli jken we deze velden met de afwi jkingen van
het dipoolveld die op aarde waargenomen worden, dan valt ép.dat de berekende
velden een veel grotere uitgestrektheid hebben,

Uit schattingen van de maximale vloeist§f snelheden in de kern, het
geleidingsvermogen van de kern en de afwi jkingen van het dipoolveld aan het
aardoppervlak, berekenden Herzenberg en Lowes het verband tussen het primair
veld B, en de straal van de wervel,

De resultaten treffen we aan in tabel 1.



tabel 4

Bo

(Gauss)

4
20
100
500

~ 33 -

straal van de wervel (kam

'—ﬁ;//§° '5;1_ w

1700 1290
930 760
490 440
260 260

De vraag rijst&nu in hoeverre dit model met de werkeli jkheid kan

overeenkomen. We zullen daarom de gemaskte veronderstellingen eens nader be-

ki jken:

a)

b)

De vorm van de rotator .

Het is gebleken dat zolang de lengte en de breedte afmetingen van
de rotator ongeveer overeenstemmen het veld op grotefe afstand van
de rotator weinig beinvloed wordt door de vorm van de rotator.
Herzenberg en lowes hebben ook de secudaire velden veroorzaskt door
een zeer lange cylindrische rotator berekend. De uitkomsten bleken
niet geschikt om het aardmagnetisch veld beter te verklaren.

Het gereflecteerde veld

Herzenberg en Lowes menen te moeten concluderen dat het gereflec-
teerde veld weinig invloed had op hun uitkomsten zolang de wervel
niet te dicht bij het oppervlak van de kern gelegen is. Het zou
interessant zijn om te weten welke procéasen er optreden als het
gereflecteerde veld zo sterk is, dat het in staat is om het
primgire veld te vervangen. In dit geval zou er eemn dynamoproces . .-
kunnen optreden, In'dit verband wijien we op de onderzoekingen naar
de wederszi jdse inductie van twee nabi jgelegen rotatoren zoals die
door Billard zijn gedaany- _

In onge beschouwingen is gewerkt met eeh vaste rotator en een
vaste omhullende geleider. Herzenberg en lowes zijn van menig dat
de door het magnetisch veld op de vloeistef uitgeoefende krachten
de bewegingen godanig zouden kunnen modeficeren dat de opgewekte
secudaire walden nigt meer met het door hen gevodden resultaat-
overeenkomen,



-5& -

a) tijdsafhankeli jkheid
De invlced die een niet eenparige rotatie en een beweging van de
rotator in zijn geheel op de velden zal hebben is niet bekend,
e) Verder is niet bekend welke #nvloed het niet homogeen zijn van het
primair w}eld op de secondaire velden heeft,
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