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Voorwoord.

Dit rapport is het resultaat van een studie van de literatuur over nume-
rieke weersvoorspelling.

Het behandelt enigszins uitvoerig de quasi-geostrofische, barotrope voor-
spellingstechniek, zoals die o0.a. in Washington en Stockholm met succes werd
toegepast voor de stroming op het 500-mb niveau.

- Recente ontwikkelingen, zoals de veelheid van barokliene modellen en de
z.g; balansvergelijking komen slechts zé&ér terloops ter sprake.

Gaarne betuig ik hier mijn dank aan de heren Drs.D.J.Bouman, H.C.Bijvoet,
Dr.H.M.de Jong en Dr.F.H.Schmidt voor stimulerende en vruchtbare discussies.

Bijzondere dank ben ik aan de Hoofddirecteur werschuldigd voor de toe-

gstemming, deze studie mede te laten dienen als scriptie voor mijn doktoraal
examen.

mei, 1957
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Summary

A review is given of numerical forecasting with emphasis on the barotropic
model. The point of view is mainly that of the theoretical meteorologist, spe-
cial attention being paid to the possible mathematical technigues involved in
the solution of the barotropic prognostic equation. Following a method closely
analogous to the one described by Charney and Phillips in their 1953 paper, it
is estimated that an 48-hour barotropic 500-mb forecast would take about two

hours computation time on the simple Dutch electronic computer ZEBRA.
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Inleiding.

Met numerieke weersvoorspelling wordt bedoeld het berekenen van de (stromings-)
toestand van de atmosfeer op zeker $ijdstip, uitgaande van de waargenomen toe-
stand op een voorafgaand moment, door gebruik van louter natuurkundige wetten,
zoals bewegingsvergelijking, continulteitsvergelijking, etc..

De term dynamische ( of ook nogs fysische, mathematische ) weersvoorspelling
zou ook geschikt zijn. Maar de naam numeriske weersvoorspelling, waaronder
L.F.Richardson (1922)*) dit onderwerp ten doop hield, heeft burgerrecht ver-
kregen.,

Vé6r Richardson had V.Bjerknes (1904) de weersvoorspelling al als een mathema-
tisch~fysisch probleem gesteld, door er op te wijzen dat de toestand van de at-
mosfeer in beginsel beschreven wordt door 7 grootheden ( 3 windsnelheidskompo-
nenten; druk, dichtheid, temperatuur, vochitigheid ) welke aan 7 vergelijkingen
voldoen. Richardson echter trachtte tot een werkelijke oplossing van deze

( parti8le differentiaal- ) vergelijkingen te komen door ze om te zetten in
differentie-vergelijkingen, die hij vervolgens oploste. y

Hoewel zijn eigenlijke voorspellingsmethode faalde, is het werk van Richardson,
dat een schat aan oorspronkelijke idee&n bevat, toch van grote betekenis,

Dit falen.is toe te schrijven aan verschillende oorzaken. Een triviale oorzaazk
igs het ontbreken van voldoende en voldoend nauwkeurige waarnemingen. Een dieper
liggende fout berustie op het gebruik van de tendentie-vergelijking. Hiervan
had M.Margules (1904) reeds laten zien, dat zij overgevoelig is voor kleine
onnauwkeurigheden in de windmetingen.

Toen na de 2e wereldoorlog de opkomst ven de elektronische rekenmachine een
nieuwe impuls gaf aan de numerieke weersvoorspelling werd deze kwestie door
Charney (1948) uitvoerig onderzocht. Hij wees erop, dat de moeilijkheden, die
bij de tendentis-vergelijking aan de dag treden, diep geworteld zijn in de al-
gemene bewegingsvergelijkingem, Het centrale probleem is, dat de algemene be-
wegingsvergelijkingen .... te algemeen zijn. Geluid, zwaartegolven, depressies,
al deze verschijnselen worden door dezelfde vergelijkingen beschreven., Alleen
de beginvoorwaarden bepalen, welke van deze verschijnselen zullen overhqerseno
Hiervoor is een zo volledige en gedetailleerde kennis van de begintoestand
vereist, dat het niet doenlijk is deze door metingen te verkrijgen.

Chamey stelde zich daarom ten doel de vergelijkingen zodanig te veranderen,
dat de geluidsgolven en zwaartegolven, die voor de weersvoorspelling hinderlij-
ke bijprodukten zijn, niet meer tot de oplossing zouden behoren. Zijn model
zou dan “rulgvrij" zijn en alleen nog maar het "“meteorologisch signaal" door-—

geveno

*)zie alfabetische literatuurlijst.
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In niet-mathematische taal kunnen we hierover het volgende zeggen.

De horizontale bewegingavergelijking. drukt uit dat er voortdurend evenwicht
moet zijn tussen

de kracht van het luchtdrukveld,

de corioliskracht van het windsnelheidswvsld,

de traagheidskracht van het versmellingsveld en

de wrijvingskrachten, die op ingewikkelde wijze van het windemelheidsveld af=—
hangen.

Als we de beide laatste krachten nul stellen, ontaardt de bewegingsvergelij-
king in de geostrofische-windvergelijking. Bij een gegeven luchtdrukveld hoori
nu juist 8én windsnelheidsveld en bij een gegeven windveld hoort tem hoogste
éen drukveld. We zullen dit noemen een starre koppeling tussen wind- en druk—
veld. De gradi¥ntwind vergelijking gesft, wanneer we deze formeel toepassen
zonder ons erom te bekommeren of de voorwaarden ervoor vervuld zijn, een wat
minder sterke koppeling, omdat bij gegeven drukveld nog verschillende windvel-
den mogelijk zijn, afhankelijk van de banen die luchtdeeltjes beschrijven.

Het moet in principe mogelijk zijn een hele rij van vergelijkingen op te stel-
len, die een steeds zwakkere koppeling tussen wind- en drukveld geven.

De zwakste koppeling treedt op bij de algemene bewsgingsvergelijking. Hierin
kan men drukveld en windveld volkomen vrij kiezen. Onder zekere voorwaarden
liggen de wrijvingskrachten vast en het resulterende veld der traagheidskrach-
ten schrijft een versnellingsveld voor. '
Gaan we nu de atmosfeer beschouwen,; dan zien we voor bewegingen op kleine
schaal op niet te lage breedte cen zwakke koppeling tussen wind- en drukveld.
Ben sprekend voorbeeld vormen windhozen met anticyclonale rotatie. '
Naarmate we bewegingen op groter schaal onderzoeken blijkt de koppeling ster-
kor te worden. Op de schaal vén depressies heerst een nogal sterke keppeling

( die het ons dan ook mogelijk maakt met isobarische analyse luchtsiromingen
te beschrijven. ).

Laten we nu eens een mathematische model-atmosfeer beschouwen, waarin de alge—
mene bewegingsvergelijking geldt. Richten we onze aandacht speciaal op dat
deel van de vrije atmosfeer waarin dé wrijvingskrachten heel klein zijn. De
begintoegtand ligt nu vast, wanneer we het drukveld en het windveld op zeker
moment kennen. Zijn deze overal en met volmaakte nauwkeurigheid gemeteri, dan
zal het versnellingsveld overeenstemmen met dat van de werkelijke atmosfeer ——
wrijvingskrachten buiten beschouwing gelaten. Na korte tijd produceert het
versnellingsveld een extra windveld, dat met dat in de werkelijke atmosfeex
overeenkomt en we mogen ven een tijdeintegratie een goed eindresultaat ver-

wachten. Stel echter dat.er in het gemeten windveld kleine fouten zitten.
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Deze geven aenleiding tot een foutief versnellingsveld, dat na enige tijd een
fiktief extra windveld produceert. Hierdoor zal op sommige plaatsen meer lucht
samenstromen dan in de werkelijke atmosfeer en op andere puntem zal juist een
te lage druk ontstaan. Daardoor worden weer nieuwe fiktieve luchtbewegingen in
het leven geroepen. Men kan nu mathematisch nagaan - met gelineariseerde ver—
gelijkingen zonder wrijvingstermen -~ dat op deze wijze een golfbeweging over

de werkelijke oplossing gesuperponeerd wordt: zwaartegolven, De amplitude van
deze zwaartegolven is onverwacht groot. Eem 10% fout in de windwaarneming, mits
ruimtelijk periodiek optredend, kan zo sterke gzwaartegolven doen ontstaan, dat
zij de meteorologisch belangrijke verschijnselen overstemmen, zoazls door Hin-
kelmann (1951) werd berekend ( Zie hoofdstuk II ). Een fout ven 10% in de wind-
waarneming komt echter niet zelden voor! De kinematische gevolgen hiervan zijn
niet groot. Wat de fysische consequenties kunnen zijn, laat zich verduidelij-
ken door een hoogtewindstation te beschouwen, dat representatief geacht wordt
voor een gebied van 100 x 100 xm?, ( In de praktijk is dit gebied meestal aan-
zienlijk groter ). Laat de wind op alle niveaus 10 m/sec bedragen. Men meet
echter sbusievelijk 11 m/sec. Hierdoor wordt aan een luchtmassa van 1011 ton
een energie toegekgﬁd van-%.121o1011 ton m°sec™? of 60, 5. 1021

ze in feite 50. 10~ erg bedraagt. De fout in de windmeting vertegenwoordigt

erg, terwijl de-

een kinetische energie van ruim 10 nominale atoombommen.

Na de uitbarsting van Krakatau en bij H-bom explosies zijn inderdaad zwaarte-—
golven in het luchtdrukveld waargenomen, vgl. bov. Schlegel (1956).
Mathematisch vormen de zwaartegolven een belangrijke klasse oplossingen van de
algemene bewegingsvergélijkingB Physisch zijn ze evenwel onbelangrijk omdat
voor -het opwskken ervan grote hoeveelheden energie in korte tijd volgens een
ruimtelijk geordend patroon beschikbaar moeten zijn. Zulk een aanslag mecha-
nigme komt in de natuur niet woor. Daarenboven is er in de werkelijke atmos-—
model buiten beschouwing is gebleven.

We moeten de conclusie trekken, dat in een mathematisch model met zwakke koppe—
" ling tussen drukveld en windveld kleine fouten in de beginvoorwaarden aanlei-
ding geven tot een schommeling van deze velden om hun evenwichtstoestand, n.l.
de min of meer geostrofische toestand, die in de atmosfeer bij bewegingen op
grote schaal heerst. ‘

Maar ook bij volkomen foutlogze beginvoorwaardénvkan een model met zwakke kop-
peling nog zwaartegolven genereren, zodra men numeriek gaat integreren. In een
numeriek model werken we met differenties i.p.ve. differentialen. Bij sen nume-—
rieke - modelatmosfeer moeten we eigenlijk niet meer aan een continu medium
denken, maar aan een verzameling met lucht gevulde dozen, die op een voorge—

schreven manier met elkaar in wisselwerking staan, b.v. door elastische wanden
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en kranen. De instelling van evenwicht tussen wind- en drukveld gaat evenmin
op continue wijze, doch met eindige tijdstapjes. Kiest men deze te groot in
verhouding. . tot de afmetingen der dozen, dan gaat de ingtelling vam het even-
wicht met horten en stoten, waardoor het systeem gaat oscillerem : 2zZwaartegol-
ven.

Dit tweede zwaartegolven genererende mechanisme is een voorbeeld van de zsgo
berekeningsonstabiliteit; die door Céurant; FFiedrichs en Levy ({928) alge= -
meen mathematiéch onderzocht werd bij niet-elliptische 2e orde differentie-
vergelijkingen. Zij bewezen, dat dit verschijngel verdwijnt, als memn de tijds-
differenties voldoende klein maakt. Het kritieke tijdsinterval is gelijk aan
de tijd, die de snelste golven, welke aan de vergelijking voldoen, nodig heb-
ben om een doos te doorlopen. In een model met zwakke koppeling zijn dat de
zwaartegolven, welker fagesnelheid ongeveer gelijk is aan dieé van hét geluid’
in lucht. In het model van Richardson zou bev. 10 minuten de grootste toelaat~
bare tijdsdifferentie zijn. Aangezien Richardson in werkelijkhéeid 6 uur ge-
bruikte zou hij zelfs bij een perfekt waarnemingsmateriaal geen goede voorspel-

ling kunnen krijgen t.g.v. berekenings onstabiliteit.

De' situatie overziende zijn er twee soorten modellen mogeli jk.

A. Modellen met zwakke koppeling tussen windveld en drukveld.

ﬁeie hebben de neiging zwaartegolven (ruis) te genereren. Om dese ruis te on-
derdrukken dient men:

1°. De beginvoorwaarden zorgvuldig te bevrijden van fouten, speciaal in de
windmetingen. Men zou b.v. in de beginvoorwaarden windgegevens kunnen gebruiken
die kunstmatig aan het drukveld zijn aangepast.

2°. Zeer korte tijdsintervallen te kiezen voor de numerieke integratie. Met een
dergelijk model is door Charney (1951) en Freeman in Princeton ge¥xperimenteerd.
Hun resultaten zijn echter (nog) niet gepubliceerd.

Bij dit soort modellen krijgen de berekeningen een enorme omvang door de--— me-
teorologisch gezien absurd — kleine tijdsintervallen. Het effekt van afron=-
dingsfouten wordt daardoor belangrijk.

B, Modellen met zo sterke koppeling, dat de zwaartegolven verdwijnen.

De vraag hoe sterk men de koppeling moet maken om juist ruisvrije vergelijkin-
gen te krijgen is nog niet in volle algemeenheid beantwoord. Wel is gemakkelijk
in te zien, dat de starre koppeling die door de geostrofische windformule ge-
geven wordt, zwaartegolven volledig uitsluit. De geostrofische win&vergelijking
is immers een (wrijvingsloze) bewegingsvergelijking zonder traagheidskracht.
Een zuiver geostrdfisch model kan echter alleen maar ( aan de grond.) statio~
naire toestanden beschrijven, vgl. Jeffreys (1919). Het is echter asn Charney
(1949) en Eliassen gelukt door bepaalde termen in de vorticiteitsvergelijking
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geostrofisch te approximeren, een vergelijking op te sporen, die &n ruisvrij
is &n tegelijkertijd niet-stationaire atmosferische toestanden kan beschrijven.
Weliswaar is de klasse van bewegingen die door dit z.g. divergentievrije baro-
trope model wordt beschreven beperkt tot wrijvingsloze, adiabatische, barotro-
pe horizontale, divergentievrije stromingen van droge lucht, maar ondanks deze
beperkingen is er een bemoedigende overeenstemming met de werkelijk optreden-
de stroming in'de atmosfeer. Het barotrope model levert voor hét 500 mb niveau
voorspellingen, die over het algemeen iets beter zijn dan de met conventionele
methodes behaalde resultaten, vgl. b.v. Bolin (1955). De in deze voorspelling
optredende fouten kunnen in 4 groepen worden ingedesld.

1) Dynamische fouten, waaronder we zullen verstaan fouten veroorzaakt door de

aangpet model opgelegde hydro- en thermodynamische beperkingen ( b.v. barotro-
pe, horigzontale, divergentievrije, adiabatische wrijvingsloze stroming ). Voor
voorspellingen met een termijn van enkele dagen is de barotropie wel de meest
stbrande beperking. Om de uitdieping of opvulling van depressies te kunnen be-
schrijven zal men het model op de een of andere wijze moeten uitbreiden tot
een baroklien model. Naast een drukveld zal dan een temperatuurveld ( of een
specifiek-volumeveld ) moeten optreden. De aangewezen manier om dit in te voe-
ren is door het drukveld op twee verschillende niveaus, of liever: niveaulij-
nen’van twee verschillende drukvlakken te beschouwen. De voordelen van deze
werkwijze zijn dezelfde als voor de weerdienst. Het is echter niet geoorloofd
de bewegingen op de beide niveaus als onderling ohafhankelijk te beschouwen.
Gaat men hun onderlinge wisselwerking in het model opnemen, dan komt ook de
verticale windkomponent in het spel. Dit brengt weer met zich mee, dat men de
stroming horizontale divergentie moet toestaan. Wil men derhalve barokliense
ontwikkelingen in het model opnemen, dan komt men min of meer vanzelf terecht
bij een twee-lagenmodel ( 2-parametermodel, 2§ dimensionaal model ), waarvoor
als belangrijkste dynamisch meteorologische ingredi€nten horizontale diver-
gentie en verticale beweging aan het barotrope model worden toegevoegd. Bijna
alle twee-lagen-modellen, zoals dat van Phillips (1951), Eliassen (1952), Sa-
wyer en Bushby (1953); Charney en Phillips (1953) stemmen in dit opzicht over-
een., Verdér is bov. door Bushby en Hinds (1955) een bepaald niet-adiabatisch
effect in het twee-lagen model opgenomen, Naast deze twee~lagen modellen, die
een verwantschap vertonen met de theorie van Sutcliffe en Forsdyke kunnen we
nog een 3-lagen model vermelden, het z.g. Princeton model van Charney en Phil-
lips (1953), dat op ruwe wijze ook nog de verticale stabiliteit verdisconteert.
De met de barokliene modellen behaalde resultaten zijn in zoverre bemoedigend,

dat soms op frappante wijze cyclogenese werd voorspeld , zie b.v. Charney

(1954).
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Uit de tamelijk slechte gemiddelde verificatiecijfers blijkt echter dat deze
modellen nog verder verbeterd moeten worden. Het is a priori niet te zeggen of
deze verbeteringen typisch meteorologisch ( niet-adiabatische effekten; Wri j=-
ving ) zullen moeten zijn.

Het feit, dat barokliene modellen onstabiele golven bevatten, duidt ook op de
mogelijkheid dat andersoortige fouten, die in het barotrope model onbelangrijk
bleven, hier storend worden.

2) De fouten t.g.v. de guasi-geostrofische benadering.

De tweede groep modelfouten hangt samen met de door Charney ingevoerde quasi-
geostrofische koppeling tussen druk—- en windveld. Deze heeft oc.a. tot gevolg,
dat in gebieden met anticyclonaal gekromde luchtbanen te lage windsnelheden
optreden. Naar alle waarschijnlijkheid is dit de voornaamste oorgzaak van de
veelvuldig optredende z.g. valse anticyclogenese op lage breedte, zie b.v.
Bolin' (1955).

Een mogelijk ander bezwaar van de quasi-geostrofische benadering is c.a. door
Edelmann (1956) naar veoren gebracht, die er op wees, dat het geostrofische
windveld ( op breedte-effekten na ) divergentievrij is en dus moeilijk ver-
enigbaar met de voor vertikale bewegingen vereiste horizontale divergenties.
Heel veel hangt hier natuurlijk af van de wijze waarop in de vergelijkingen
de geostrofische benadering wordt gehantesrd.

Naast de quasi-geostrofische koppeling is door Fjlrtoft (1955) een andere,
ruisvrije koppeling voorgesteld, berustend op de z.g. balansvergelijking.
Deze wordt verkregen door in de divergentievergelijking de individuele afge-
leide van de horizontale divergentie nul te stellen., Thompson (1956) maakte
aannemelijk dat op deze wijze de zwakste koppeling is verkregen, die nog Jjuist
ruigvrij is. Resultaten met balansmodellen zijn tot dusver nog slechts in be-
perkte mate gepubliceerd, o.a. door Bushby en Huckle (1956), Bolin (1956).

3) De fouten tengevolge ven de ongekerheid in de beginvoorwaarden ( analyse-

fouten, instrumentele fouten ) zijn tamelijk groot. Thompson (1956%) schat de-
ze zoelfs op ongeveer de helft van de totaal in numerieke voorspellingen optre—
dende fout. Best (1956) demonstreerde met enkele voorbeelden, dat deze fouten
vooral bij voorspellingen over meer dan 24 uur snel aangroeien.

4) Van de mathematische fouten is het z.g. randbederf het grootst. De oorzaak

hiervan is het volgende. Mathematisch is voor de oplossing van de vergelijkin-
gen kennis van de waarden der te voorspellen grootheden op de rand van de
kaart vereigt, niet alleen voor het begintijdstip, maar ook gedurende de’
verwachtingsperiode., Aangezien men deze randvoorwaarden nu juist niet kent

( behalve voor het begintijdstip ), is men gedwongen een gissing te gebruiken,

De zo verkregen fiktieve randvoorwaarden veroorzaken een bederf van de oplos-
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sing, dat zich van de randen uit voortplant met een snelheid, die de orde van
grootte heeft van die der algemene siroming. Na verloop van enkele dagen wordt
de hele kaart door het randbederf aangetast. Circumpolaire kaarien, welke zich
tot dicht bij de aequator uitstrekken, vormen waarschijnlijk de enige remedie.
Ven minder betekenis zijn de fouten, die ontstaan door eindige lengte der ruim-
telijke- en tijdsdifferenties.
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Lijst van Symbolen.

ultwendig product van de vectoren K en B
= Z\éy (‘;‘1—)? + ez(gi—!)} horigontale nabla operator in xyz stelsel
= é";'/b/()x)P-r é;’[a/aj)'/o isobare nabla in xyp stelsel
= B«L/ 2 Y ‘L- isobare Laplace operator

& %)y +( v s

vectoroppervlak behorend bij de kromme C.(I,D)

amplitude van golfstoring f(x¢). (II,A)

constante in de fouten-eigenfunktie ’VUQz»f-"h,‘et“.:L'iébhannﬂpro@es".'(3;7r63}
afvlakkingsoperatonr(5:78)

eigenwaarde van de afvlakkingsopermidr(3.80)

breedte van de strook G (II, B,2)

Zl(.engte van rechthoek waarbinnen een Poissonvergelijking wordt opgelost
III, D,1)

residuvector bij de j-de benadering (3.44)

co¥fficidnt van ¥ (x,y) in sinusreeksomtwikkeling (III; D,1)"
constante in de fouten~eigenfunktie voor het 'Liebmann proces (3063}

breedte van een rechthoek waarbinnen een Poissonvergelijking wordt
opgelost (III, D,1)

kolom matrix met als elementen de rechterleden van (3.41)

willekeurige gesloten kromme (I,D)
verhouding tussen H_ b7 env P (111,D,4)
verhouding tussen Hmd)/?(\*) envt(f?(ﬁ} (11I,D,4)
w/k fasesnelheid van een vlakke golf exp (ikr-i t)
kr?;l/lv‘l, wrijvingsco8ffici¥nt (I,D)
correctievector bij de j-de benadering (3.44)
specifieke warmte bij constante druk

‘idem bij constant volume
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D=9t + U, %5  eerste orde benadering voor de individuele afgeleide
(I1I,4) '

D, isobarische divergentie 9.V aan de grond (I,D)

D -2 +u +v2 individuele afgeleide bij stroming in een isobarisch vlak

PR (1)

a_ _ 9 2 0 o
== - +UZ +VE + W xyz—stelsel
dt x oy 0¥ ( xyz-stelsel ) } individuele afgeleide

d' ’ .
= 2 2 2)
commaiiit,

3
dos oppervliakite-element
ds weglengte-element

a roogterconstante

dy = I roostercunsgtants

E willekeurige veldvector (I,A)
e 1,32 eenheidsvectoren in de horizontale x-richting, resp. y-richting
”é',],éé eenheidsvectoren in de isobarische x-, resp. y-richting
F rechterlid van Poissonvergelijking '(3019), i,h.b. van de bareotrope
voorspellingsvergelijking (3.13)
F numerieke equivalent van F (3.16)
FyoF, willekeurige funkties van hun argument {III,A)
Fm(f advective verandering van hy (3.100a), benadering voor de advectie
van absolute verticiteit.
P = {Fngngzﬁ som van wrijvingskracht en zwaariekracht per massaeenheid
: (1,B)
F igobare component van de wrijvingskracht (I,D)
f - 2\l siny coriolis parameter, grootte orde 10—4 sac-?.
f is i.hoa. een funk“cia,a van de plaats: f(x,y) of £ (¥).
= (I 2 4 2 inw i {
£ (Zl}'n'> = (1.866) fs:,n,cos?( 1+sin l)D) 4{70
G enkelvoudig samenhangend gebied, i.h.b. een (lange) strook (III,B,2)

G (x,y[‘f,\r)) Green funktie voor de Poissonvergelijking met rechthoekige rand en
homogene randvoorwaarden (3.28)

G (mn|my) idem voor een rooster (3.38)

g versnelling van de zwaartekracht ,
€1 co8fficiénten voor de ontwikkeling van de foutenfunktie E(J) naar
eigenfunkties @kl
H numerieke equivalent van de Laplace operator (III,}})
B (x;5) = pxvaxsy) + W (x=ax,5) + Ux,y4ay) + Y(x,5- Ay) -4¥(x,y)
H hetzelfde als H, met ax =AYy =T /2m

h =A%, roogterconstante in de x-richiing
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L = % [L;Z + L;z:l"% , het kwadratisch harmonisch gemiddelde van L, en L

L

[
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Greenfunkiie voor de 14 dimensionale, barotrope storingsvergelij-
king (3.2) voor oneindige lange strook G en homogene randvoorwaar-
den

idem voor een strook G van (eindige) lengte 2Tr (3.12)
aantal iteraties  (3.72) \ ‘

iteratieoperator voor het Richardson proces (3.52)
iteratiscoperator voor het Liebmann proces (3.62)
eigenwaarden van K of K (A)

grootste der moduli van Kkl

= 0, £1, *2,0000 , index in Fourier ontwikkeling
= Ay Toosterconstante in de y-richting

= 2T/L golfgetal (L golflengte)

= ( ks k) gofgyector

verticale benheidsvector

golflengte (II,A)

lengte en breedte van het gebied waarin een Fourierontwiieling
geldt (III,A)

(III,4) y

NxN matrix (3.42)

index in Fourisrontwikkeling, 1 = 0, 1, ¥ 2, «s..
positief getal (III,D,4)

schaalfactor van een conforme afbeelding. m is i.h.a. een funktie
van de plaats, m* (x,y) of van de geografische breedte, m*(y)

rooster coBrdinaat (3.14)

index voor de afvlakkingsoperator A (3.78)

totaal aantal in- en uitwendige punten voor het oplossen van-een
Poigsonvergelijking (III,A)

grootste der golfgetallen k, en k,, waarvoor de bijbehorende Fou-
riercompenenten nog niet verwaarlSosbaar zijn (3.77)

roosterco8rdinaat (3.14)
index voor afvlekkingsoperator A (3.103)

willekeurig oppexrvlek met C als rand (I,D)
kwadratisch harmonisch gemiddelde van p en g (3.71a)
co¥ffici8nt in de sinusreeksontwikkeling van F (3.34)

natuurlijk getal'( index of aantal roosterpunten op de x-as )
(III,D,1)

luchtdruk, Py druk aan de grond

natuurlijk getal ( index of asntal roosterpunten op de y-as )
(111,D,1)



(xay)

H W
(o)
H

(uyv)

il

Eq,@‘ql,mqg, 4 4 m<3i, < e oc: Ecr o 3

<

dz/dt ’
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positievector in een igobarisch vlak

positie van een luchtdeeltje, dat een baan in een igobarisch
vlak beschrijft

temperatuur

$ijd |

cosTk/p + cos TT1l/q  (3.66)

enelheid van de ongestoorde stroming (II,A)
x—component van de snelheid

gemiddelde windsnelheid met componenten'{u,v,w}
gemiddelde horizontale windcomponent
y=component van de snelheid

igobare component van de wind

geostrofische wind

(isobare) a-geostrofische windcomponent

(fictieve) geostrofische wind behorend bij het gemiddelde geo-
potentinal veld A+ £ (I11,D,4)

nooerd=zuid component van

verticale windcomponent

locale, cartesische coSrdinaten. x naar het oosten, y naar het
noorden, z verticaal omhoog.

cartesische co8rdinaten met willekeurige ori&ntatie in het kaart—
vliak ( bij cenforme projectie ) :

tijdsafhankelijk desl van vlakke golf (III,A)

specifiek volume

Rdssby parameter

willekeurige funktie van zijn argument (III,B,1)
circulatie langs de kromme C (I,D)

willekeurige scalaire veldgrootheid

wortel van vergelijking

deltafunktie van Dirac:

§(x) = 0 voor x40 } net /;Zx) Ax = 1

X) =00 Voor X =0

Kronecksr delta, gmn = 0 voor m#n, é;xm =1voorm=n

A -
fout in de j—de benadering ven ¥, £(J) is afhankelijk van de
plaats van het roosterpunt (m,n)  (III,D,3)

(4) (1II,D,3)

2V/ ¥ ==9u/&? Yrelatieve vorticiteit", eigenlijk: verticale

eigenfunktie voor

- o
component van X4V

relatieve vorticiteit aan de gromnd
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Ve
é? = ® ?//()x - 3“%? » geostrofische relatieve vorticiteit

7=f+f "gbsolute vorticiteit", eigenlijk verticale component van de
absolute vorticiteit

/i integratievariabele in de y-richting (III,;D,1))

7 numerieke equivalent van § , (3.15) °

nyo= (1 - %)¢= £ (3:94), grafische benadering voor 7

x golfgetal in PFourierreeksontwikkeling; welkeé de 'waarden

0y 227/Ls rg/m% soeo doorloopt. Hierin is L de lengte van het
x=interval waarin de ontwikkeling geldt.

n
o
3
o
r

inverse maat voor de breedte van een strook G

parameter bij de correctievector: c(j) (3.464a)

golfgetal alsk , maar nu veor de y=richting

~,

Yy >k

rooster codrdinaat (x-richting)

~

rooster co8rdinaat (y-richting)

luchtdichthedid.

geografische breedte

van y onafhankelijk deel van golfstoring (III,B,2)
= ﬁ(x,y,p,t) geopotentiaal

geopotentiaal in de ongestoorde toestand

Y

(x,¥) onbekend scalair veld

P X

-

X (x53) Qplossintg v;ior V/i(:.gy) verkregen met rooster met rooster-
constanten en
Y

<

5[7 numeriek equivalent van }//9 kolom matrix met elementen }D’.

s

)] rotatiesnelheid van de aarde

W - iP/ dt individuele drukverandering van een luchtdeeltje, corresponde-

rende met de verticale smelheid w in het xyz-stelsel
W = 2:11‘/1' cirkelfrequentie van golfstoring met periode T
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Hoofdstuk l. Dynamica van de atmosfeer.
4) Co&rdlnatenstelselso

Men gebruikt in de dynamische meteorologie deorgaans een met de aarde meebe-
wegend rechts cartesisch stelsel, waarvan het x~y vlak in de oorsprong raakt
aan het aardoppervlisk in een of ander punt met geograflsche breedte wen -leng-
te A De y-as laat men naar het N. wijzen,

Een dergelijk stelsel is geschikt om beweglngen te
beschrijven in de omgeving van het punt O. Voor
stromingen, die zich over een groot deel wvan de

aarde uitstrekken, kan men beter op bolcod8rdinaten

overgaans Dit geeft echter belangrijke complica-
fig.1.1 ties in de meeste vergelijkingen.

Een fraaie methode om deze complicaties te vermijden berust op de volgende
overweging. Het deel van de atmosfeer dat wij moeten bestuderen heeft een dik-
te van ongeveer 10 km of ca. 1073 maal de strasl ven de aarde., De essentilfle
bewegingen laten zich zodoende op een boleppervlak beschrijven. Dit laat zich
dan weer conform op een plat vlak afbeelden, Dit heeft een tweeledig voordeel.
In de eerste plaats zijn differentiasaloperatorén, zoals de laplaciaan em de
jacobiaan, invariant ( op een factor na ) t.0.v. deze transformatie. In de

tweede plaats worden de vergelijkingen direct toepasbaar op de weerkaarten.

Een merkwaardig co8rdinatenstelsel, dat enkele praktische voordelen heeft; is
nog het volgende. Als verticale as blijft de genithrichting fungeren. Het xy-
vlak wordt vervangen door een vlak van congtante druk P,e De y-ag is de door-
snijdingskromme van dit vlak met het meridiaanvlak. De x=as is de snijkromme
van het vlak P, = constant met het vlak,; dat door de verticale as gaat en
loodrecht op het meridiaanvliak staat. Als onafhankelijk veranderlijke in de
verticale richiing gebruikt men de druk.

Dit stelsel wordt in hoofdzaak gebruikt voor de beschrijving van bewegingen
op kleine schaal. De kromming van de aarde kan daarom buiten beschouwing wor-
den gelaten. Het is niet orthogonaal in zoverre de p = constant vlakken niet
horizentaal zijn. De helling van deze "drukvlakken" is van de orde 10—4, 20—

dat we.met voldoende nauwkeurigheid toch mogem schrijven

28,2 W LT o
gl‘ad.xm 1-67‘:4'3233;4'1{062

of bijvoorbeeld:

aEy 9Ep

div E = -— Bp
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In de 1e uitdrukking bevatten de weggelaten tensorcomponenten een factor van
de orde 10‘80 In de divergentie zijn de térmen met de Christoffelsymbolen van
de 2e soort weggelaten. Deze hangen af van de welving der p-vlakken en zijn
nog enkele grootteordes kleiner dan 10"80

B) Eulervorm van de bewegingsvergelz_l;kingen in een cartesisch stelsel, dat met

de aarde meedraait luidt:
S = | it 2 N B
AV/dt + LAY =-0Fp + F (1.1)

waarin v = {u,v,w] de gemiddelde snelheid der luchtdeeltjes

= tija ,

= rotatiesnelheid van de aarde. 1D = 0,729 1074 gec =
. 1/q = luchtdichtheid

= druk

= overige op de lucht werkende krachten ( o.a. zwaartekracht )

1

Hl W > bL o
n

Uitgeschreven: d-W/dt + L\ﬁl Cw codp =V M\f)=—°<~a‘76x + B
Avidr + 2121 u b p = —»&3%3 + Fy (1.2)
Aw /[t - 2 |8 U enp =“°<3/°/zz‘}*le f

Hierin stellen Fx, Fy en F'Z wrijvingskrachten en schuifspanningen voor, die
in verband met de geringe viscositeit van de lucht een heel kleine rol spelen,
althansg in de vrije atmosfeer boven de z.g. wrijvingslaag. Als we deze ver-
waarlozen en verder bedenken, dat de verticale snelheid w klein is t.0.V.

u eh v, krijgen wes

dufat - fv = - «2P/px
avidt + fu = -x Py (1.3)

-
28| eryp= % Ph3 +g
Nu is in de atmosfeer voor luchtbewegingen \Z.ﬁ. u €o% tfl<10.-3g, zodat we de
3e verg. kunnen schrijven als
Opfyp = - 4 P hydrostatische grondverg.

Met behulp hiervan kan men van het x,y,z stelsel overgaan op het X,y,p gtelsel.

We hebben
p=p(x% 9, 21%)

wegens Fap/a& <0 ig eenduidig 2 = 2 (xﬁyQPSt)



e
Voor een willekeurige scalaire veldgrootheid J/
d)= A(x,7,2,1) = A[X’Y9Z(x33’sp5t):t} = B(";ZYQP!'O
vinden we d/oe = (M) (C0s) = -3 0 Py
Voorts . (5%x> .congt = Bd’/ax @d%z. (82/5)( - S
P) - [0 ~[ 02 -
'bx)i -(j_ﬂb + ?FQTJ;’ET& > idem vaar y.
Zij de geopotentiaal ;5(2)-‘-3 / ?,%2::: 32 , dan is
e oy_x ol a
Vg TV piES

= A
waarin V = e ﬁ) +€z[ @JZ de horizontale nabla-operator in het xysz stelsel,

-—
(-5'- * Q‘(a de igobare nabla in het x,y,p stelsel .
De verticale snelheid in het x,y,p stelsel introduceren we als
W = Ap/at

N.B. Een dalende beweging heeft w2 o X
In het xyp stelsel is  4/a# =(%)/° + M-/%/ngl,a + V[%y)ﬁ + W %/o
Toegepast op de geopotentiaal §£
_ A ar "[ﬁ)/» + V. vfﬁ + W *B/op
hetgeen wegens Dg%pz -o met ruwe benadering vervangen kan worden d.oozf
w =-§:LO, indien (D¢/Df)/° niet te groot is

- ——
Immers V en‘??g zijn ongeveer orthogonaal.

We kunnen nu de twee "horizontale" componenten van de bewegingsvergelijking
voor het xyp stelsel als volgt schrijven
- . O - -
LV /ar "'-‘(W/arj/g FV.VV Ot &Dw/aphwﬁ- fr. AV (1.4)
-
waarin V de snelheidscomponent in het drukvlak,
f

’Qﬁ vertikale eenheidsvektor

n

it
2\ W]O de "coriolisparameter",

Een kleine term met de cérioliskracht t.g.Ve vertikale beweging is weggelaten.
We zien hieruit: in het xyp stelsel verschijnt de bewegingsvergelijking van de
inhomogene, samendrukbare atmosfeer in dezelfde vorm als de bewegingsvergeli j-

king van een 2-dimensionale, homogene vloeistof met dichtheid 1, in een assen-
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stelsel ilat met hoeksnelheid Ft\e roteert. Voor rechtlijnige evenwichtsstro-

. GLY B .

min G komt er:

g ( I =0 %__, LR

¢ = °A V¢
of

U, = R, v (1:5)

waarin vg de geostrofische wind

el

Voor constante f ig X7 \/3 =0
Het geostrofische windveld is darlx dus een divergentievrije, zuiver horizonta-
le stroming met stroomfunktie ]C QS

We differentilren de geostrofische windvergelijking naar de druk:

Py - p -| — Y . L
bva/@‘aﬁf ?GA?@;/EP :‘.:-F PQAVQ(": JC klRVTA ko
waarin we lucht als ideaal gas met P® = RT beschouwd hebben.

. e
We defini¥ren nog de thermigche wind Vo = — BV& /@(z

-h R‘ i,
Dan is . VT = BF X, 9T

In een isobarisch vlak vormen isothermen sitroomlijnen van de thermische wind.
Kent men het windveld aan de grond en de temperatuurverdeling, dan is daarmee
de wind in de gehele atmosfeer bepaald in dezelfde mate als waarin de geostro-

fische wind de ware wind bepaalt,

C) De continufteitsvergelijking

Wfpt + aiv §V

o (1.6)

of
d-/ﬁf p dxdya = o
transformeren van XyR-»Xypmet -%%z%%- ==-1/ P?’

Dus in het xyp stelsel in de cont. verg.:

Ay j Ay dz =0
zodat ( variaties in g buiten beschouwing gelaten ) lucht in het xyp stelsel

ongamendrukbaar is. Derhalve:
-l
AV %w/ Bp =0

Dan is o

?-Q 0(1@ =~ f 3&9/5#, if:—_—-LO@)-P&t)C/%): d/t%a,_

L) me

Hierin stelt P, de druk aan de grond voor. De individuele drukverandering
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dpo/dt gaan we nu in het xyz stelsel nader bestuderen:
d—?a /d_-&- = BPD/?'!. L 3 L,La’%/ax. =\ 3#0/3’2’ - L) dbs >3

Aan de grond is echter w = o. Splitsen we nu de horizontale windcomponent'?

-

. - ? '
waarin Va, de "ageostrofische wind" absoluut genomen altijd veel kleiner is

dan \'\7}| dan blijkt, wegens ﬁ% L 9P,
. d’PO/d'f‘ =a/°a/bt + va ‘§FD

. c-h -
Dus is BPD/@Z--*“VQ‘VFD‘“ /ch%

ofy bij ruwe benadering: Fo

Ptefst = f A

-3

de z.g. tendentie-vergelijking

D ) Circulatie en vorticiteit.

Beschouw eer enkelvoudig gesloten kromme C in de atmosfeer. We veronderstel-
len zodanige continulteit van de luchtstromingen, dat de luchtdeeltjes, die
ten tijde t = o tot C behoren, ook op de tijd t+ = t nog een enkelgéudig ge-

sloten kromme zullen vormen, De circulatie langs C is
- [ Y
I, = f Vicr
C
Voor de circulatieversnellingaL /dt- vinden we
a(.v V. 4 R
or
De tweede 1ntegraal rechts verdwijnt wegens
-
év.aw‘ = [
Substitutie uit de bewegingsvergelijking geeft: :
dlz-_-_g,f.QA V. Lr - foavpd?+)£ﬁ (1.7)

Als we de wr13v1ngskrachten buiten beschouwing laten stelt F de (conserva-
tieve ) zwaartekracht voor. Dus verdwijnt de derde integraal rechts. Met

behulp van de stelling van Stokes schrijven we nog
—
— —
é% Vp &5; =/ V4 V/g.ofas‘
>
—
waarin dzs het oppervlakte~-element is van een oppervlak O dat C tot rand heeft.

We voeren ten slotte nog in het vectoroppervlak'z, behorend bij de kromme C
- —
Azif’mdzr

P
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Voor de individuele tijdsafgeleide vinden we

N LN Lo - -
A oL Rdr = Lo T v v
w&j{%&* *iff‘/\d’"“—-zjivddm &r,\\lk .‘LfMAV

¢
De stokterm verdwijnt, zodat we mogen schrijven:
X T
A = va cr
c

Met behulp hiervan herleiden we de eerste term uit het rechterlid wvan (1.6)
als veolgt:

-2\/@4.5‘/\\7‘.%: *Qfé ﬁ_ev/\ﬁmuﬂﬁa%% d’_?;:" «‘2@2} (—148)

c

zodat - -
c—;’%[/g +2—D—’A_7="“"’/"\’7=>(A“Y/Ib 477_> (1.9)

Dit is de circulatiestelling van Bjerknes. In een barotrope atmosfeer is
A=A(p) , zodat het rechterlid verdwijnt. De grootheid tussen vierkante haken
kan dan als stromingsinvariant worden opgevat. :

Om verschillende redenen is de vorm (1.9) vaen de stelling van Bjerknes minder
geschikt voor numerieke integratie. We zullen daarom de vorticiteitsvergelij-—
king bestuderen, die essentieel de differentiaslvorm is van (1.9). In het xyp-

stelsel kan de isobare component van de bewegingsvergelijking geschreven wor-
den als: -~ s

AV, [%,7V +vf =F

A t o ¢ I

Door hiervan de vertikale komponent van de rotatie te nemen ( vermenigvuldig
de x-component met =->/33 sy de y=component met ‘D/ax en tel op ) krijgen we de
vorticiteitsstelling:

dyfot == 9= T3V, + 2T B (1.10)
waarin#; =f+5/’, 5‘=’V/ax - ?“'/23 =7?9 .ﬁv resp. “absolute-" en “relatieve"
vorticiteit voorstellen. Feitelijk is een vorticiteit een 3~dimensionale vec—
tor en zijn/ en éhiervan de vertikale komponenten. Kortheidshalve noemen we
echter § absolute~ en d relatieve vorticiteit.
Waren alle termen in het rechterlid van (1.10) nul, dan zou de vergelijking
behoud van abgolute vorticiteit uitdrukken voor een willekeurige étroming.
Het is uit praktisch oogpunt aantrekkelijk de vorticiteitsstelling in een iets

andere vorm te schrijven:
o
D e _ D _ 3 BV _ -, -
20 Ve Ty =02y =Ko T g - BV BT
De eerste term in het rechterlid stelt het vertikale vorticiteitstransport
voor ( afgezien van het teken ). De twesde term rechts kunnen we ons aan-

schouwelijk voorstellen als we bedenken, dat d.e thermische w:.nd W/ap een

soort wervel met horizontale as voorstelt.



- 19 -

Is er nu langs deze wervelas een verloop in de vertikale smnelheid, dan bete-
kent dit een kanteling van de wervel, een omzetting dus van horizontale vorti-
citeitskomponenten in de vertikale.

De eerste en tweede term rechts nemen we als volgt sament
P) — o v v,
“%‘; (£ 77)-%. T, /ot == oy Vg

De derde term rechts benaderen we op ruwe wijze door de onderstelling, dat in

de wrijvingslaag ?b evenredig is met de snelheid:

==-—C337 (&;70)

-

dan is

- =
?O.V)‘Fi,'-“‘c_é
We zullen ons nu verder bezig houden met de vorticiteitsstelling in de vorm:

- o o = -

Vy/pr = e + T Fy 2188 - BT - KT, wi (1.11)
s I '

waarin weer D/Dt de individuele isobarische afgeleide is. Was het rechterlid

nul, dan zou (1.11) betekenen, dat de absolute vorticiteit bij isobare stro-
ming behouden bleef. Bestudering van vorticiteitskaarten ( zoals die beve
door Bad Kissingen werden gepubliceerd ) leert, dat dit voor het 500 mb-vlak
bij benadering geldt. Er zijn echter uitzonderingen, waarvan sommige waar—
schijnlijk fiktief zijn ( analysefouten ! ). Uit de vorticiteitskaarten is

verder te gzien, dat op het 500 mb-vlak in gebieden met normale depressieac-

tiviteit de orde van grootte vanraﬁéf en V.V7 107 -9 se bedraagt.
Wat de term I betreft weten we dat £ de grootteorde %.10 4 sec™! heeft.

c kunnen we als volgt schatten. De hoek tussen grondwind en isobaren op 18°

gtellende is 2 ,//’T@f?
® s

{(9cobaae

R F?o/\-vh

ige 1.2

lFPI = ClVI = ‘f:% 18° {'N-', dus ca0.3 1074 gec”!
zodat

Cé = 109 see’

Wanneer II en III nul waren zou de wrijving aan de grond een dissipatie van

vorticiteit geven volgens »
D (4’+F)/Dt =-cd
of, variatie in f buiten beschouwing latend:

) = ¢ e<F

een exponentieel met de tijd naar nul strevende relatieve vorticiteit met
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halveringstijd van de orde van 1 dag.

Samenvattend hebben we dus 1n de wrijvingslaag ( zeg de onderste 30 mb )

een vernietiging van relatieve vorticiteit in cyclonale gebieden en een
schepping in anticyclonale gebieden. Deze is in absolute grootte van dezelf-
de orde als het advectieve vorticiteitstransport in de vrije atmosfeer ( op
500 mb ). Verdeeld over de gehele hoogte van de troposfeer is zij één 3 twee
grootteordes kleiner.

Bezien we nu de term II. Uit het werk van Fleagle (1948) weten we, dat onder-

- = —
in en bovenin depressies en hogedrukgebieden YV ven de orde 10 5 sec L is,

terwijl in de omgeving van 500 mb deze grootheid de orde van 10-6 heeft.
Bovenin een depressie heerst divergentie, dus is daar-?ﬁ‘.\?(a, er wordt dus
vorticiteit vernietigd. Onderin depressies is-§ %\Vyo, daar wordt dus vor-
ticiteit gecréerd en wel met een tempo van de orde van 1077 sec™2.

We bepalen onge aandacht nu eens tot een stationaire depressie met gesloten
isobaren. De wrijving in de onderste lagen, die ongeveer 1 /30 gedeelte van
de totale massa van de atmosfeer vertegenwoordigen, vernietigt vorticiteit in

-2

een tempo van de orde van 10-9 gec . Om dit verlies aan te vullen zonder

vorticiteitsadvectie van buitenaf, is gemiddeld over de totale hoogte van de

=105 46072, We vragen ons af

atmosfeer een creatie nodig van de orde van 10
of het netto effect van divergenties en convergenties deze orde van grootte
kan hebben., Om dit laatste te berekenen stellen we 7.v =-2D.(p-}) , waarin
I€P < O. We nemen aan de grond p = p‘oc1, zodat p = 4 ongeveer met het diver-
gentievrije niveau ( 500 mb ) overeenstemt.

De creatie van vorticiteit t.g.v. II, gemiddeld over de totale hoogte van de
atmosfeer is dan:

— Po maw

o= L ( -0 9.7 dp

Stellen we nu eerst eems ¢= § = constant voor alle p, zoals in een barotrope
atmosfeer het geval is, dan kunnen we ‘Z = f+ fo voor het integraalteken plaat-

sen en we krijgen:
II= -t Jpsg»’\?"% =+l Mo o 57 st
Po | g Po dt

Voor de schatting van deze grootteorde hebben we#z x 10"4 sec.-1 genomen en
P;‘ ok, /poMO"s”s sec”!, hetgeen overeenkomt met een "opvulling" van 1 mb
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per uur.

In een barokliene atmosfeer kan de orde van de divergentieterm II iets groter

worden. Wanneer we n.l. stellen §= o ¢, Lp )
= ' 8

zodat metf’?’o in de onderste lagen van de atmosfeer cyclonale vorticiteit
voorkomt en in de hoogste lagen anticyclonale, dan geeft II een bijdrage, ook
al is dpo/dt = O. We vinden dan n.l.

"'=-¢="f/°"‘d1o+‘/ﬁo’s‘ B[S e 0 e o

Stellen we é 210745 gec™! en D R 10 =2 gseo 1, dan komen we op een tempo van

vorticiteitscreatie van de orde 10-10 see_z, bij constante gronddruk Pye

Conclusie: De creatie van vorticiteit t.g.v. convergenties en divergenties
is op het 500 mb-vlak van de orde 10 10 g2,

Gemiddeld over de totale hoogte van de atmosfeer is ze zelfs in gunstige si-
tuaties ( sterke opvulling)cyclonaal patroon nabij aardoppervliak met een rug
erboven in de hogere luchtlagen ) een grootteorde kleiner dan het advectieve
vorticiteitstransportgv’c;;, maar wel voldoende om het vorticiteitsverlies - .

tegeve wrijving te compenseren.

_We beschouwen nu de term III uit het rechterlid.

In de eerste plaats willen we een schatting maken van de grootte van (.

We kijken hierbij naar gelijkmatige stijgbeweging in grote gebieden, fronten

b.V. en laten de enorme vertikaleusnelheden, die in cumulonimbi incidenteel
worden aangetroffen, buiten beschouwing. Nemen we esn regenintensiteit van

1 mm per uur als typisch voor frontale neerslag in lucht met een dauwpunt van
10°C op 1015 mb.

Corresponderende mengverhouding 7.5 kg per ton. We nemen aan dat de lucht bij
haar gedwongen opstijging % van haar waterdamp verliest aan neerslag. Per m2
van het aardoppervlak moet 1 kg water worden afgeleverd, waarvoor 0,2 ton
lucht nodig is, welke een luchtdruk van 0,2 cb vertegenwoordigt.

Aannemende, dat boven een zeker condensatieniveau de lucht juist verzadigd
isy; vindt men in dit gehele gebied een uniforme stijgsnelheid

-W - %%%%3 - 0.6 x 107° bar/sec

Ry
Voor de thermische wind -}V/%P nemen we als representatieve waarde in fron-
tale zones 50 kts per 500 mb, Dus

-1 -1

\ 50 m sec = bar

De grootteorde van - °J7A605V61)1n frontale zones bepalen we nu door een

gemiddelde te nemen over een rechthoek ABCD met zijden AB = 1 m, BC = 106 m



- 22 =

en oppervlak O, gelegen aan de koude zijde van de frontale zone ( zie fig 1;3)

™

KouD

%Zé figo 103

SAZ4 R

We nemen aan dat de thermische wind overal loodrecht staat op BC en AD en nul

is langs CD. Nu is

. RY pb-a —_— . . N / R N
? v -4 £ #8cD )
:—._L/-a}/él’/.% A = [0 w0 b /00 (O 128 feg™t
© /, %

We zien hieruit, dat in frontale zones creatie en annihilatie van vorticiteit
optreedt t.g.v. het gecombineerde effekt van vertikaal vorticiteitstransport

en kanteling der wervelassen. Bij stijgende luchtbeweging in‘frontale zoneg

( regen ! ) wordt aan de koude ( cyclonale ) zijde vorticiteit vernietigd en
aan1ge5anderez( anticyclonale ) zijde gecreSerd in een tempo van de orde

107 7" sec

Samenvattend mogen we concluderen dat in de gematigde breedten de termen in
het rechterlid van (1.11) ten minste é&n grootteorde kleiner zijn dan die in
het linkerlid, wanneer we ong beperken tot het 500 mb=vlak. De stroming op dit
niveau mogen we dus bij benadering opvatten als divergentievrij en igobaar df

als divergentievrij en barotroop. De vereenvoudigde vorticiteitsvergelijking
i ceeds .
3k + Ve 7y =o (1.12)

vormt de basis van het z.g. barotrope model. Op zichzelf is (1.12) nog niet te
integreren, omdat zij twee onbekenden, n.l., u en v bevat. Men zal dus nog een
tweede vergelijking moeten gebruiken. Uit de discussie in het volgende hoofd-
stuk zal blijken, dat als tweede vergelijking in u en v alleen een zodanige

in aanmerking komt, waarin geen tijds afgeleiden voorkomen.

Hoofdsgtuk II. ‘
De barotrope voorspellingsvergelijking.

A. Het meteorologische ruisverschijnsel.

Alvorens de z.g. barotrope voorspellingsvergelijking af te leiden zal iets na-
der worden ingegaan op het verschijnsel van de z.g. meteorologische ruis.
We beschouwen nog eens de bewegingsvergelijkingen, de continulteitsvergelij-

king en de vergelijking voor adiabatische toestandsveranderingen.



%w vl Wi vt LR (2.1),
%?Vq-“%%-ﬁ- V%-@-W%.{.f%"/g%g.:o (2.9)
P P +w fh=-g (2.3)
&obvp el oY = (24

oF ™ = et (2.5)

( waarin K - 0/, )

Deze 5 verg. met 5 onbekenden u,v,w,p,{‘o zijn van de eerste orde in t. Men mag
dus verwachten dat ( met geschikte randvoorwaarden ! ) kennis van een enkel-
voudige beginvoorwaarde van het Dirichlet-type ( dus de waarde van de onbeken-
de funktie op het begintijdstip ) voldoende zal zijn om de toekomstige waar—
den van Uy Vs Wy Dy 0 te berekenen. Weligwaar is van dit stelsel van parti¥le dif-
ferentiaalvergelijkingen geen exacte oplossing bekend, maar het is, nalf rede-

nerend, niet in te zien, waarom het stelsel differentievergelijkingen:

AU = AU AUy AU Ly L 4

at Ax vé\j w A ++V CP'/K Zs

AV = . WAL VA _way -)(LL—__L_.. ap

af ax ay a2 - CpMR 4y

AW o _wdw oy Ay Ay - 4ah _

t ax 2Y O Cp'/c 4z t
Abup - U Adup - adunh _w A - 4du . AV 4 W
At Ax "zg“_ Ak K(-&?"-A'ﬁ +5¥)

niet de incrementen Au, Av, 8w en A p zou geven, want bij gegeven begintoe-

stand zijn de rechterleden bekend. Met deze incrementen verkrijgt men dan weer
u( t+at ) etc., waarna door herhaling ven het procédé de toestand op iedere
gewenste tijd t+n.aAt moet zijn te berckenen. Wanneer dit echter niet blijkt te

gaan, ken men drie dingen doen:

P

de beginvoorwaarden verdenken, de geldigheid van de overgang %

of allebei en dit laatste is het beste.

- 2-7__ wantrouwen,
Wat de beginvoorwaarden betreft kunnen we b.v. opmerken dat w zeer onnauwkeu-
rig bekend ig. Het zou dus realistisch zijn de vertikale bewegingsvergelijking
de vervangen door p- ‘%%: -g. Weglaten van dw/d.t betekent dat in vertikale rich-
ting geen geluidsgolven meer kunnen lopen. Dit is voor een meteorologisch mo-
del geen bezwaar. Voor de overgang op eindige tijdsintervallen At moet men na-
tuurlijk eisen, dat deze kort zijn t.0.v. de periode der golven die dit model
toelaat. Het is dus van belang de golven die de bewegingsvergelijkingen toe-

laten nader te onderzoeken, voordat men tot het rekenen overgaat. We voeren
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daartoe nog enkele verdere vereenvoudigingen in.

Beschouw een homogene, wrijvingloze onsamendrukbare atmosfeer met een vrij
oppervlak op "hoogte" ¢oboven een plat .aard.oppervlak, dat met hoeksnelheid
fﬁ;oteert. ( Voor bewegingen op niet te grote schaal is dit een redelijke
benadering, zie O.!—{) ). We nemen nu als grondtoestand een rechtlijnige; con-

stan te stroming Uo in de x-richting, zodat de bewegingsvergelijkingen zich

f‘uo o+ b@o/a:j —Wa)

De continulteitsvergelijking krijgt de vorm

28 e + &) 2(v3,) -6

waarvan in de grondtoestand het linkerlid identiek nul is.

vereenvoudigen tot

RN
1+V62

van het vrije oppervlakgﬁ., Uit de continuiteitsvergelijking

2EH) t2Uer e Eed)+ 2 V(5 44) =0

behouden we de termen van 1e orde in de storings

%%“a%-ﬁ ?Z%?“—/Z[ov"-é%“c :

We beperken ons tot storingen die onafhankelijk zijn van de y-coBrdinaat en

N N -l - N
We superponeren nu een kleine storing Vv = ue met Mextra" geopotentiaal

schrijven D = D . L{,,Q. s zodat,
2t X .
D = {[ﬁ;v—gz‘;a%x (2.6)
Uit de bewegingsvergelijkingen volgen:
D =-3dfox + fv (2.7).
Iy = - fu (2.8).
We elimineren nu eerst u:
(2*+f%) v = f3¢/ox (2.9)..
U= ) .
(223« fU)v=fo4 (2010)
Uit (9) en (10) elimineren we v: ;
‘ 3 N ,
(5+f9(2g = (8234 FI)f 5!
i J rof _ (2411
| D(D oaw)¢+ or = ° _ (2:11)
Deze vergelijking bevat alle golven 9{()(, f) = A expfdl(x-t‘u)fjin het veld, die
ook aan de oorspronkelijke storingsvergelijkingen (6), (7) en (8) voldoen,

of

plus eventuele golfoplossingen die door het eliminatieproces zijn ingevoerd.

Aangezien essentieel twee maal D is toegepast kunnen golven ingevoerd zijn
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met ¢ = Wk = + Uo' Achteraf zal blijken, dat deze niet tot de oplossing be-
horen, zodat inderdaad (2.11) wat ¢ betreft aequivalent is met (2.6,7,8).
We merken nog op, dat voor £ = O de frekwentievergelijking wordt:

e Uk ¢ @, K- UK =

o = Hofﬁ

Dit is de fasesnelheid van uitwendige zwaartegolven ELamb,(1895) blz.273]zo-

zodat

als we mochten verwachten.

Ds volledige frekwentievergelijking wordt:
(U - o -(@D (U -e) + kUL =0 (2.12)

Opgevat als vergelijking in(Uo —¢) is er minstens 3én refle wortel 3/ , die door
iteratie gevonden kan worden uit

voo_ o MU o
X\ﬂ-l Ea . f.._k_-,_ - &/h.‘_ b] &0

Bij elke stap wordt de nauwkeurigheid van deze benadering minstens een faktor

(IS VN
2 XW .]t k T/CO met l - ! ‘(\ -
@, v - R i
beter. Zelfs voor lange golven (|, = 1071 n ) en U, =15 m/sec is deze faktor

van de orde 10-3 s zodat we met goede benadering voor deze wortel vinden:
P Uo o ey
(k) =~ b= T (2,13),
| B+ fTk

Delen we U - ¢ -ér uit, dan volgen de beide andere wortels uit
(Uy-e)" « g (Ugmey + - (B4 £2K7) =0
zodat we 3 ve;*schillende golfsnelheden vinden:
¢, =clk) «U, - ¢ (2.14)
¢, = ofl) = Upm L p +VE, A H3
Co =Gk U4 f - Vot Fh 24

De golven met snelheid ¢, komen overeen met hoge-~ en lagedrukgebieden, waarvan

1
de verplaatsingssnelheid van de orde van grootte is van de grondstroming

UOo c, en ¢, slaan op zwaartekrachtsgolven, die staande golven vormen welke

zich mzt Uo i 5 Xvoortbewegeno Ze vormen voor de weersvoorspelling een hinder-
1lijk bijprodukt. Men spreekt wel van de "ruis" van dit model.

De amplitudeverhouding ( WAal +\A;D/ |A/| moet berekend worden uit de begin-
voorwaarden ¢(x)0), u(x,0) en v(x,0), Wil men realistische beginvoorwaarden

kiezen dan moet men rekening houden met het feit, dat in de atmosfeer de wind
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pij benadering geostrofisch is. Laat
Ckx ’
pero) = @, e (2.15))

dan zal bij geostrofisch evenwichi gelden:
= Y Chy
Uiy o) =0 ) V(¥ 0) .—f ¢k¢o 2
We stellen nu eens als beginvoorwaarden
KoY = o1 +7 Ck 4, o
VEXo) =ey ok g 2tk

waarbij we in het midden laten of deze 104 afwijking van de geostrofische

wind re&el is, dan wel op meetfouten berust.

Wanneer men deze waarden in de storingsvergelijkingen substitueert vindt men
na enig rekenwerk de amplitude-verhoudingen, die in de laatste kolom van ta-
bel 1 zijn weergegeven. Voor zuiver geostrofische begintoestand is de amplitu-

deverhouding daarentegen praktisch nul, "

\

Tabel 1 ( U, =15 m/see,} - 1074 seo-1, b, = 9.1p7 m st )1

L=21k cq m sec” ! Tq (uur) ToRsTy (lag + \A3\)A,4l|
30 (10%m) 3.89 2140 15 6%
10 11.39 244 9 254

5 13,90 100 5 45%

1 14,95 19 1 210%

Het bevenstaande model leert ons het volgende: aangezien de gemeten winden‘al-
tijd iets afwijken van de geostrofische, kunnen bewegingsvergelijkingen, die
versnellingstermen du/dt en dv/dt bevatten, zwaartegoiven‘géneféreﬁ,Mm

Door hun grote voortplantingssnelheid ( ohgeyeer gelijk aan de Newtonse ge—
luidSsnelheid)300 m/sec ) en korte periode zijn deze zeer onaangenaam voor

elk numeriek procedé.

Bovendien dreigt bij meteorologisch middelbare en korte golven hat signaal
geheel door de ruis overstemd te worden. |

Men zou kunnen proberen, door het invoeren van wrijvingstermen de zwaartegol-
ven te onderdrukk,epo Voor zover bekend is dit nog niet gedaan. Het is de vraag
of het effect van de wrijving niet veel te klein is om de gewenste demping

( van de gewenste golfsoort ) te leveren.

B) De quasi —geostrofische benadering.
Charriey (1948) heeft op de mogelijkheid gewezen de zwaartegolven uit de ver-

lijkingen " weg te zeven " door in de vereenvoudigde vorticiteitsvergelijking
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(1.12) de wind geostrofisch te approximeren. Het is bekend; dat de geostrofi-
sche benadering niet gebruikt mag worden in de horizontale divergentie van
het windveld. Voor de wind zelf en zeker voor de vertikale vorticiteitscompo-

nent erven is het echter eén goede benadering. Noemen we deze laatste §“ , dan

7
oty == S R(20) 2 (P (e

Wanneer we d:l.t substitueren in (1 12) komt er
oo~ 1582 (7 Yt )R 2P =0
a%t =2, (FP P &) (211

Deze vergelijking bevat als enige onbekend.e de geopotent:.aal¢van het be~
schouwde drukvlak ( 500mb ) en-is'van de’eerste’orde’init. Zij zal &us 'z

is

of

slechts &8n golfsoort beschrijven. We kunnen nu gemakkelijk nagaan dat deze

golven meteorologisch belang hebben. Hiertoe schrijven we (1.12) in de vorm

ORI
& V=Vg 5{ @ﬂ/ax

U = Z[ +b¢j = Z[ {’/a¢/5}

Uo is hier weer een van X, y en t onafhankelijke grorndstroming.

en substitueren

We behouden alleen termen van de 1e graad in de storing, zodat

/% *Zﬂbx)/z“z 5_7)4-1/7 41{/%2, (2.18)

of, in verband met (2.16)
(%e + the ) £75%p + 17 2Hox “Vty

Voor vlakke golven, loodrecht op de x-as en onafhankelijk van y,
¢Cx\y) :MF((\ ky- twl")

wordt de frekwentievergelijking

Lw - U bk ﬂz‘/@ -
zodat c = “0_‘ ﬂém/qﬁl

met(b Edf/dy en L = 21T/k, de golflengte. We vinden dus, dat de vergelijking
(2,17) inderdaad slechts &én soort golven beschrijft en wel de Rossby-golven,
waarvan de voortplantingssnelheid de orde van grootte heeft van de windsnel-
heid. Inderdaad bevat (2.17) dus geen ruis meer. M®t de ruis zijn echter ook
andere oplossingen verdwenen, n.l. alle processen, waarin de horizontale sto-
ringsdivergentie ongelijk nul is en alle barokliene processen.

De vergelijking (2.17) geldt in het xyp-stelsel, dat slechts verschijnselen op
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kleine schaal kan beschrijven. Verschillende benaderingen waren echter alleen
toslaatbaar voor processen op grote schaal. We gaan daarom deze vergelijking
transformeren in een nisuw asgenstelgel, dat wal rekening houdt met de kromming
van de aarde. Doordat in (2.17) alleen de x en 'y coSrdinaat voorkomen kan hier-
voor een conforme trensformatie gekozen worden, die het voordeel heeft de vorm
der differantiaaloperatoren invariant te laten.
We beelden daartoe het (bolvormig gedachte) aardoppervlak conform af op een
plat vliak, dat we het kaartvlak noemen. Beschouw in dit kaartvlak cartesische
co8rdinaten x' en y', zodat dus

grad' = Atﬂ%%I + ';.1%;' = iﬁl
We kunnen nu elke coBrdinatenlijn x' = const. of y' = const. beschouwen als de
conforme afbeelding van zekere lijnen x = const. en y = const. op de aarde.
Bij de Mercatorprojectie kunnen dit de meridianem en breedtecirkels zijn. Bij
een cirdumpolaire steografische projectie is er echier geen eenvoudig verband
met de bekende aardrijkskundige coBrdinaten. Heeft onze conforme afbeelding nu
de schaalfactor m" = m?(x,y), dan is de relatie tussen de weglengte-elementen

ds en ds' op aarde en op de kaart resp.:
2
éls')"; (ocx;)'z. {M,)’Lﬁ m*luobxjiiﬂ‘ﬁ)ﬂ = m* @g’jl
Hierin is m* onafhankelijk van de richting waarin ds genomen wordt, I.h.b. is

B/B_)il = 'E)L; 3/5\( L, B/QHI e—lma/ay"

zodat

| -~

7'e L7
en P = °
Dixdy T d0ny)

(2.17) wordt derhalve

°© g -]
m¥ v %;gé'='k”i‘FSé%i;{) (/z,piyfl 57219{¥}4 ?{)

of, met weglating van de accenten:

vt ot a%?w //'/ w7 @+ f.4) (2.18)

Dit is de Barotrope-Voorspellingsvergglggking voor een bolvormigg.aafde.

Tabel 2. Waarden van de schaalfaktor m" als funktie van de geografische breedte
%, a) bij de conforme projectie van Lambert op een kegel door de breedtecirkel
van 30° en 60°, b) bij stereografische projectie uit de zuidpool.

o) 0 o o o o e
30

90° 80° 70° 60° 50° 40 20° 10 0

m*(.,o) a) -  1.29 1,08 1.00 0.97 0.97 1.00 1.06 1.15 1.28
b) 0,93 0.94 0096 1,00 1.06 1.14 1.24 1.39 1.59 1.86
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Hoofdstuk III.

Integratie van barotrope voorspellingsvergelijking.

A. Het beginvoorwaardenprobleem; het kriterium van Courant, Friedrichs en

Lewy voor de convergentie van numeriseke oplossingen.

De oplossing van een parti8le differentisalvergelijking met gegeven grensvoor-
waarden laat zich in het algemeen benadsren door de differentiaalquotiBnten te
vervangen door differentiequoti&nten. Voor een vergelijking met 2 onafhankelijk
veranderlijken x en y kon;t dit erop neery; dat men het x=y vlak overdek® met een
rooster. De waarde van de de afhankelijk veranderli jke, Y’, in de Wrandrooster-
punten" is bekend uit de grensvoorwaarden. Na het oplossen van N lineaire ver-
gelijkingen met N onbekenden ( n.l. de waarden van de afhankelijk-variabele,

¥, in de inwendige roosterpunten ) verkrijgt men een benaderde oplossing

%,k (x,y) in een discreet aantal punten. %Jk(x,y) hangt nog van de rooster-
congtanten h = Ax en k = ay af. In vele gevallen zal

%k[)(,g)"ﬁ’ %(X,lj) vc;or /)k—?o,o

In het bijzonder is door Courant, Friedrichs en Lewy (1928) bewezen, dat deze
convergenties bij ,eiliptisché differentiaalvergelijkingen vér}zeket‘d is ( mits
de grensvoorwasrden voldoende continufteit bezitten ) en wel onafhankelijk van

de wijze, waarop
h,k — 0,0.

Bij parabolische en hyperbolische vergelijkingen is echter alleen convergentie
t,e‘ bewijzen, indien h en k op een speciale manier,'&ot nul naderen.

Dit betrekkelijk onverwachte resultaat kan op egnvoud.igéﬂ v_vir;jze'vworden verdui-
delijkt bij de 1-dimensionale golfvergelijking -

DY fet = et Y e+
De meest algemene opiLossing hieryan is
Wint) = F (eret) + G (rect)
waarin F‘l en F2 volkomen willekeurige funkties zijn. Het is nu gemakkelijk

in te zien, dat 51/( f,T) alleen afhangt van de beginvoorwaarden op de x-as

in het interval §-¢cT ¢ x £ $+¢T
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?
t
?
fige 3.1 |
k{ -
ot - ¢ . R N - . . x>
$-¢C " £+l

Brengt men nu een rooster aan met Ax = h,pt = k, dan is de corresponderende
differentievergelijking, als W(m,n) de oplossing van de fifferentievergelij=-
king voorstelt in het punt (mh, nk):

Wm, hu) + Y lm net) =2 Ylmn)= %L;-Z[;b(hﬂl, n)+ plm-i,n) = % }LH», »,27

Op deze wijze bouwt men een oplossing Wh,k (§,T) op, die afhenkelijk is
ven de (begin-) waarden op de x-as gelegen tussen §{ — h¥ /k en {+ hT/k. Is
nu h/k£ ¢ dan zal %h,k ({,T) niet van de relevante beginwaarden afhangen.
Want hoe fijn men het rooster ook maakt bij gelijke verhouding h:k, er blij-

ven toch steeds twee stukken op de x-as,
{"CT“ <§‘_ﬁ_z’ {4. _ILT<X<{+T
S X< P L k < < C

waarop de beginvoorwaarden wel invloed hebben op de waarde Van Y ( {,7 ), zon-
der dat deze evenwel in de oplossing %h K ( §,7) kunnen worden verwerkt.
: ’
Voor convergentie vean }Dh K ( £,7) tot L ( £ 7)) is blijkbaar nodig dat
9

AX
k  at 7z ¢
We zullen iets dieper op deze heuristische beschouwing ingaan. Daartoe stellen

we ons de oplossing van de golfvergelijking als een Fourrierreeks voors:

0o

- L kx -iWT
ixt) = Z. A eka 2

=—0d

waarin

XK= 2T3/) Voo, ), 8, ...

)
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Omdat de co¥ffici¥nten A(X) in de volgende beschouwingen niet van belang zijn,

stellen we deze gelijk 1. Beschouw nu een bepaalde Fouriercomponent

&[Y,‘f)-’:-ﬁ‘:kx-dwt |

Substitueer deze in de differentisvergelijking
2/at |
PUx, teat) » pix, t-4t) - 2p(x,¢)=¢"[5) [ plxrax, t‘)+$0()(—zs>g{)—2}b(>(,z:)7

Dit geeft:

scwat  pat st 1L &
€ e -2 = (&) [-L/%Wkgj

K o - - cwat
We hebben dus voor het tijdsafhankelijk deel Z = e van Yy

een vierkantsvergelijking:

Z‘-z(/—Zc"(ﬁ)"‘&#’i,_%”)z—/ =0 o (341)
ax Z . ‘ :

We eisen nu dat « rebel zal zijn ( dus |'Z| =1 ) omdat anders exponentiecel
groeiende of afnemende golven ontstaan. Heeft (3.1) re¥le wortels, dan kumnen
deze slechts beide gelijk één zijn, wamneer de discriminant verdwijnt. Een
negatieve discriminant is ook toelaatbaar, omdat dan |Z| = 1.

Onze eis komt dus neer op de voorwaarde:

AX -

9 Ct(éﬁ)z-k&tzéfi"/ < |

of
&X o, K2
at = © 2
of
&X = ¢ voor willekeurige X

a¢

In het algemeen moet de verhouding van ruimtelijke- en tijdsdifferenties zZ0o
worden gekozen, dat een of andere verandering van een beginwaarde zich min-
stens even snel door het rooster voortplant als de snelste gelven in het con-
tinue medium, die de differentiaalvergelijking toélaat. Dit is door Courant,

Friedrichs en Lewy (1928) algemener bewezen. Is aan deze vaoorwsarde niet vol-
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daan, dan krijgt de numerieke oplossing een exponentieel asngroeiende factor.
Men spreekt van berekeningsonstabilitéit (computational instability ), omdat
het hier om een verschijnsel gaat, dat louter door het numerieke procédé ver-

oorzaakt wordt.

We beachouwen nu meer in het bijzonder het barotrope model. De hierbij beho-

rende storingsvergelijking is

2 .31
/%f”o%) )%1 1‘,5?—7-1_)% +/{7§%¢ = O (3‘_2)
met g‘ =3 f’/ 171¢ (b?/@ Cz./é’))

In differentievorm geschreven:

CH[ Dby, teat) - ploxy, t-at) |,y dixedig,t) - pled, 907,
24t Lo

R (b ¢CX+0(') Y t) g ¢{)('VL) H,f) -0
\ : 24

Hierin is 4 = 4x = Ay en H een operator waarvoor geldt:
H gﬁ(x, y,t) = ¢(x+d, thf) + qﬁ (X-pﬁ,g) t) +-%(_x, yrel, Z‘) +¢(X5§/-¢Qf) “/¢/X)%‘f)

Aan de oorspronkelijke vergelijking veldoen vlakke golven:

' kX by T
bixut) = A
.godat. o
Héonyt) = _9(%%% + font et/ ) gfaq,,,ﬁ
: -cwat
Stel nu L = e
-1
. ‘ » z-2" .U )
Dan is - é:\«"'/(‘%z: qu;M/J ¢(X)y,f) e + ¢ ;_c_' bon Ko | +
-f‘L\ %Kﬂ( = 0
N .
Dus Z +2¢al -1 =o
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met (u _ :.,rbd‘l )
e = (WU = Ty ey,

Pon KA

Voor re8le W moeten we weer eisgen dat \Z.,[ =1 en \’22“ = 1. Daartoe moet ditmaal
de diseriminant groter of gelijk nul zijn, of
a < 1-

Dus is de voorwaarde voor stabiliteit van het rekenproces

_”_‘-,?_ uc (—\)\nki_}.‘ L,[Boé don Kol
st bon Kelfy, + donmolfy

De eerste term rechts kunnen we majoreren door Uo.

De tweede neemt toe met afnemende K en /a We kunnen deze dus majoreren door

nAK
IKQ‘)"/&"

Als we de storingsvergelijking willen oplossen in een rechthoekig gebied met
zijden L,( en L:,, dan kunnen we K en/,, minoreren door resp. Zw//, en br/Ly ’-
zodat

Ak ¢ _mpd - AL"
KY + Y yr L
+ /_ L"‘L _ZL) 9T Ly

waarin L = § '
\/ L;Q‘ + L;L

Voor niet te grote L en. d,.-overweegt de eerste term. We kunnen dan dus als

(voldoende) voorwaarde stellen:

d

L =

At U,

Voor d = 10°n en U, = 10 m/sec wordt At van de orde van 3 uur.

Zou men echter met een model werken, dat golven toelaat met fasesnelheid van

b.v. 300 m/sec. (zwaartegolven) dan wordt het langst toelaatbare tijdsinterval
bij deze ¢ 6 minuten.

B 1._Het randvoorwaarden-probleem bij het barotrope model.

Terwijl de vraag, welke soort beginvoorwaarden gebruikt moeten worden bij de



- 34 -

barotrope voorspellingsvergelijking gemakkelijk te beantwoorden was, omdat
deze van de eerste orde in de tijd is, levert het zoeken van "g'osd.e. randvoor-
waarden iets meer moeilijkheden, wegens het optreden van derde orde ruimtelij-
ke afgeleiden. We zullen ong ook hier weer tevreden moeten stellen met be-
schouwingen aan de hand van een sterk vereenvoudigd probleem om daarna een ge-
neralisatie uit te voeren die niet mathematisch gerechtvaardigd kan worden,
Deze generalisatie is echter fysisch plausibel en blijkt bovendien bij prak-
tische berekeningen goed te voldoen.

Beschouw dus de beweging van een tweedimensionale, wrijvingsloze, onsamendruk-
bare vlioeistof over een cylinderoppervlak, Waarop een naar de as gerichte
"zwaartekracht" werkt. De lijnen y-constant zijn beschrijvenden, de lijnen
x-constant zijn hierop loodrechte cirkels. Wegens de onsamendrukbaarheid is er
een stroomfunktie {// . Er is geen rotatie van de cylinder om zijn as, zodat de

voorspellingsvergelijking ontaardt in:
2 [ Aiv -"f”"‘“&) =2—[‘“"W %)'a—f - 2/;{4‘41 M{}ﬁ/%(zi‘zw
£ | 7 X 9? 9; 77t 2x -

Beschouw nu een ringvormig gebied G, begrensd door de cirkel y =0 en y = a.

Stel de randvoorwaarden:

§D=x Voor y =0 en y =a en t= 0,
Beginvoorwaarde:
V= b'd overal in G voor t = O

Nu ie er een oneindige verzameling oplossingen van de vorms:

Wixyt=x + g[/;[f) -‘/s/f’a.)] —['/&é‘) —/Mf-y)] (3.4)

Hierin mag voor /b een willekeurige funktie van zijn argument genomen worden,

mits maar

ﬁ(t) =0 voor t £0,

% 1
Immers, in onze co¥rdinaten is div grad =§D_“ + D?_’u’ zodat wegens
o

. 2 \
2 ([ s grat ) = %/iéf‘y) “3‘9; tiy Grod
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voldaan is aan (3.3). Ook de rand- en beginvoorwasarden zijn vervuld. Aangezien
(’.)w:.llekeurlg is wordt de stroming ( zoals te verwachten was ) niet bepaald
door de randvoorwaarde: \7b gegeven., We zullen nu aantonen, dat dit wel het geval

is, wanneer ook nog gegeven wordt:

div grad \) op dat deel van de rand, waar vloeistof G binnenstroomt.

Laat dus (V'Ly»)y_o = F(t) een gegeven funktie zijn.

Dus ij; ) = FE)

(

f
i p(t)«.// FIt) At 2t + At = XU) 4 AL

waarin A een willekeurige constante en X (t) een volkomen bepaalde funktie is.

Dus is nu
U xy )= x e 2L y) - qta)] +[xt) - X 5]

geheel hepaald.
Generaligerend zullen we nu stellen, dat goede randvoorwaarden voor de barotrope
voorspellingsvergelijking zijns
?f overal op de rand voor alle t >0
bekend
\7"55 op dat deel van de rand, waar lucht binnenstroomt

B 2. Het randvoorwaarden-probleem in de praktijk; de invloedsfunkiie voor het

gelineariseerde 1§ dimensionale barotrope model.

Door in de storingsvergelijking van het barotrope model (1.17) de verticale vor-

ticiteitscomponent op de gebrukelijke manier te benaderen door
-l W
=19 ¢

kunnen we deze schrijven als:

{%- * 'D‘U(" + Uy ax} ¢ A -0 f”"('B‘fé)

%y

waarin (B nu de Rossby parameter voorstelt.
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Willen we deze vergelijking nu voor een enkelvoudig samenhangend gebied G gaan
integreren, dan dienen we volgens het voorgaeande te beschikken over de waarden ¢
op de rand voor alle t > 0, en over de \7"¢van de binnenstromende lucht. Deze zijn
echter niet bekend. Men gzou hier liefst over de hele aarden willen integreren,
waardoor de randen gesheel verdwijnen. Maar doordat men slechts in beperkte gebie-
den over voldoende meteorologische gegevens beschikt zijn randenh onvermijdeli jk.
Men kan _echter fiktieve randvoorwaarden g:bellen en hopen dat de hierdoor veroor.

zaakte fouten niet te snel de oplossing binnén in G zullen bederven.

Om na te gaan of deze hoop gerechtvaardigd is onderzoekern we welke invloed de
waarde van ¢(rand.punt) heeft op ¢“(binnenpunt). Hiertoe gaan we over op een

" 1% dimensionaal model", We nemen voor G een oneindig lange strook; begrensd
door lijnen y = O en y = a. Bovendien scheiden we de y-afhankelijkheid van  af,
door te stellen e

Bix,u ) = (b Ay) @ (14]

waarin A = 77/3,

(302) gaat nu over in
) ’ 9 ﬁ o 2 .; _ ‘ ‘ /. \
7%+L(°a_)(')/2x~ /\)99"'/&»5{*"0 (3.5)

Hieraan voldoen golven

mits W= U, k- Lk (3.6) '

We schrijven nu de gegeven beginwaarde als Fourier integraal:

o4

| P Lh(x-)
0 (%,0) :-—é;_/d/(/ﬂ@{ o(sde (3.7)

Men verifieert gemakkelijk, dat dan

plxe) = 4 /0“/:{({ w(§,0) ¢ kr-0)-fet (3.8)



- 37 -

zowel aan de beginvoorwaarde (3.7):-als aan (3.5) voldoet.

De verandering van W in het punt x in de tijd + wordt dus gegeven door:

&9 0 ‘ \
i / . f AT p(f0) (5 1) & H O (3.9) .

We introduceren nu eén invloedsfunktie

[~
Jexd) = = /océ (" - /) e KX (3410)

welke wegens (3.6) mede van )\ afhankelijk is. Met behulp hiervan schrijven we,
na verwisseling van de integratievolgorde:

o

V(X £) - Px, 0) = f ctg Lp(?,o) Tex- ?,{')

-0

Blijkbaar is j (x =%, t ) de Greenfunktie, die het gewicht geeft van de bij—
drage welke van (p( £, 0 ) uitgaat op de verandering van p in x in de tijd t.
We zullen aantonen, dat deze invloed een begrensde dracht x heeft voor eindige
t., Het geval x = 0, dat niet interessant is, sluiten we uit.

We splitsen j (x5%) .nu als volgts

0 &
-7 -7 -L ch-col g Ay
I-7-7, M/o(/fe A
: e -

jz_ heeft voor alle t alleen een bijdrage in x = O.
J, heeft alleen een bijdrage voor stationaire fase, dus als

2 Al .
- Ukt e ) =0 f

RN S
X- U, t = (koA ? (3:11)/
Gc"-:—)s“)"
Voor vaste )\ is de coB8fficient van t 1) in het rechterlid een begrensde funktie,

deze heeft dus een maximum en een minimum.

1) Dit is de groepssnelheid van de golven ¢ (x,t)
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We mogen dus zeggen, dat j(x,t) verdwijnt buiten het interval met grenzen

X: t+ ) M ' 7 /&(4 AL))
} u" M( (kvj‘_)(‘L()L 'Z" ) u t +m 'K/Uv )2) Z‘

De waarden der extrema blijken bij berekening weinig realistisch te zijn,

Dit is te wijten aan de onderstelling, dat G in de x=richting oneindig lang is.
Een betere benadering wordt verkregen door voor het gebied een rechthoek te ne-
men' zoals in figuur 3.2.

Hierin is de lengte gelijk 2 ( in de x-richting) en

de breedte is gelijk a ='ﬂ/x ( in de y=-richting ).

We eisen dat (f(.x,tS = ( veom ) - | - voor ‘alle x,t
| i
a=T7/\
. A\ —
fig. 3.2
_ = / |
Dan wordt Pix0 = ‘70“(_ U2, 0) +/o(f V({a)l/x- Ut-%, z‘)
[ -
7' LS tkx [ ew'E
waarin nu A CY,?_‘) . P Z € ('6 '"/) (3.12)
l\‘:- (E]
net P - _L
kb

Deze reeks is numeriek te sommeren. (Zie Charney, Fj8rtoft en v.Neumann (1950))
Voor een rechthoekig gebied met lengte = 8 maal de breedte (A = 4 ) wordt
het verloop van j):(x,t) voor t = 1 dag als volgt:

\
jACX,')‘l
Met deze invloedsfunktie is
B X = het zelfs mogelijk voor een
‘ bepaalde breedtecirkel de

™ geopotentiaal van het 500 mb
vlak over perioden van 24
uur met niet al te slecht re—
sultaat te voorspellen.
(Gates (1953) )

-4

fig. 3.3 -
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Dit 14 dimensionale model is echter alleen bevredigend wanneer de gemiddelde
stroming inderdaad ongeveer evenwijdig aan de beschouwde breedtecirkel is, een
situatie; die zich lang niet altijd voordoet.

C. Enkele opmerkingen over digitale elektronische rekenmachines.

Terwijl in niet-digitale rekenmachines getallen (funkties) op continue wijze
door spanningen, stroomsterkten e.d. gerepresenteerd worden met een begrensde
(meet—~) nauwkeurigheid, worden in digitale rekenautomaten getallen op disconi-
nue wijze exact voorgesteld. De digitale machines bestaan uit vijf organen:

1. invoer

2. geheugen

3, besturing

4. rekenorgaan

5. uitvoer

We zullen over deze organen heel kort iets zeggen, zonder op de technische wer=
king ervan in te gaan. Daarbij zal in het algemeen de Nederlandse P.T.T.-machi-
ne ZEBRA als richtlijn gelden.(v.d.Peel (1956), vgl. ook Heijna (1955).)

Een geschikte invoer is een magnetische band of een ponsband (Zebra).

Deze laatste wordt met een snelheid van 100 symbolen per sec. afgelezen.

Een symbool is een letter of cijfer, gerepresenteerd door sen combinatie van

5 al of niet geponste plaatsen op de band,

Hgt geheugen van zeer snelle machines wordt gevormd door een batterij kathode-
.gtraaibuizen, die in zeer snei tempo worden afgetast. Het eindoppervlak van de
buis is in bov. 1000 vakjes onderverdeeld. Heeft bij alle buizen b.ve het lin-
ker bovenvakje lading, behalve bij de laatste arie buizen, dan M"leest" de ma-
chine het getal

) 000 000 0111
Dat is de Dbinaire representatie van het decimale getal

20 421 422 L1

Langzamer is de werking van het z.g. magnetlsche geheugen (Zebra), bestaande
uit een snel roterende cylinder welke met magnetlsch materiaal is bedekt. Op
een cirkelomtrek van enkele mm breedte (spoor) onderscheidt de machine rulm
duizend magneetges die N of Z kunnen zijn. Een reeks van.33 achter elkaar lig-
gende magneetjes vormt hier een binair getal. De Zebra telt 256 sporen, zodat
het gehengen ruim 8000 getallen van 9 decimalen bevat. Bij een toerental van
100 Hz wordt elk getal &én maal peryi0 millisec. afgetast. Bepaalde getallen,
die vaker beschikbaar moeten zijn, wordem vastgelegd in het "korte geheugen",

dat 32 plaatsen bevat en 32 maal zo snel is.
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Rekenorgaan, In een mechanische rekenmachine worden getallen gerepresenteerd

door aantallen nokken, die uit tandwielen naar buiten steken. In esn electro—
nigche machine berust de werking van het rekenorgaan in principe op het al of
niet siroom voeren van buizen in flipflopschakeling. Men heeft hiermee optel-
organen en vermenigvuldigorganen geconstrueerd. De Zebra kent alleen optelor-
ganen. Een optelling duurt 1/3 mgec. wanneer de beide getallen direkt beschik=
baar zijn. Moet het getael serst nog in het gehsugen opgezocht wordené dan ge-
middeld 5 msec.Ben vermenigvuldiging, b.v. 9 x (zeker getal) komt in het twee-
tallig stelsel neer op |

| 1001 x (zeker getal)
dat is (zeker getal) + ("zeker getal"; 3 plaatsen nsar links verschoven).
Een willekeurige vermenigvuldiging wordt door de Zebra in iets meer dan 20

mgec. gedaan. -‘Voor machten van twee wordt deze tijd aamzienlijk korter.

Het besturingsgrgaaﬂ is een soort centrale schakelkamer, Deze bepaalt, welk

getal uit het geheugen moet worden genomen en waar dit heen gevcerd moet wor-
den. Dat kem zijn naar het optelorgaan, de uitveoer etc. maar ook naar de bestu-
ring zelf. Men kan dus opdrachten ( in codevorm ) aan de besturing in het ge-
heugen stoppen. Doordat de opdrachten in binaire code zijn vervat, kan de ma-
chine ook met zijn opdrachten “rekenen". Hij kan zodoende zijn opdrachten vol-
gens een van te voren opgesteld schema zelf wijzigen, al naar de omstandighe—
den., Hij kan bov. een reeksontwikkeling afbreken; als de laatst uitgerekende
term kleiner is dan een van te voren opgegeven bedrag. Of een vijandelijke pi-

on van het schaakbord slaan, als hij de schaakregels in het geheugen heeft.

Het uitvoerorgaan is meestal een snel schrijvende elektrische schrijfmachine.

De berekening wordt gesplitst in elementaire bewerkingen. Deze worden in volg-
orde opgeschreven en in machinecode vertaald: programms. Dit wordt op een pons-
band gezet en in de machine ingevoerd. De programmeur zal er steeds op bedacht
zijn, series van dezelfde bewerkingen , die meer dan &én maal in een berekening
voorkomen (zij het dan mst andere getallen) tot een subprogramma samen te voe-
gen, waarnaar verder verwegzen kan worden. Daardoor zijn reeksontwikkelingen en
iteratiemsthodes aantrekkelijk., Moet van een getal de log gencmen worden,; dan
laat men dit de machine zelf uitrekenen. Voor uitvoerige tafels is in het ge—
heugen geen plaats. Desgewenst laat men subprogramma's voor log, sin, tg etc.

permanent in het geheugen zitten.

Controle. De aard van de machine is zodanig, dat eventuele fouten meestal een
incidenteel karakter hebben. Men kan bij wijze van controle de machine de ge-

hele berekening laten overdoen en opdrasht geven dit net zo lang te herhalen
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tot de laatste twee uitkomsten identiek zijn, en daarna pas het eindresultaat
uit te typen. De “foutvrije tijd" schijnt voor de Zebra van de orde van 1 uur
te zijn. Eventuele systematische fouten moeten door een onafhanelijke controle
(van het type negenproef) aan het licht gebracht worden. Ondanks de enorme aan—
tallen bewerkingen is de kans op insgluipen van fouten niet zo heel groot. De

meeste machinedefekten veroorgaken kolderuitkomsten of stilstand van de machine.

In het volgende zal bij de verschillende numerieke oplossingsmethodes nog na-
der worden ingegaan op enkele praktische agpekten, met name ten aanzien van de
Zebrao

Do Numerieke integratiemethoden van de barotrope voorspellingsvergelijking.
0. Inleiding.

Voor het daadwerkelijke oplossen van de barotrope voorsgpellingsvergelijkings:

o
vl%cﬁ(x_,l&.{')-_—_b%(_,w‘: Wﬁ‘ v’—q{(x)u;f) "‘)[(’(v‘.i), C/ﬁ()(v,sjf)] (3.13)

bestaan verschillende methoden. Deze maken uiteraard alle gebruik van de begin-

voorwaarde:

@ (x,y,0) = gegeven, |
waardoor het gehele rechterlid voor t = O bekend is en (3.13) ontaardt in een
Poissonvergelijking in 2¢/ot ;

voorts op de een of andere manier van de randvoorwaarden:

a;lf( rand, t)/gf = gegeven

Viqé( instroomrand, t) = gegeven.

De rand is, zoals past bij een Poissonvergelijking, een gesloten kromme.

Voor de vorm van de rand neemt men meegtal een rechthoek.

We onderscheiden enerzijds machinale en niet-machinale methoden; anderzijds
numerieke en grafische methoden. De verschillende numerieke methoden onder-
scheiden zich in hoofdzaak door de wijze waarop de in (3.13) vervatte Poisson-

vergelijking wordt opgelost.



Numeriek Grafisch

1) Analytische methode:

Greenfunkties
Machinaal _
2) Numerieke niet-itererende

methoden: matrix inversie

3) Iteratiemethoden:
a) Volgens Richardson
' b) Volgens Liebmamn

Niet- ¢) Relaxatiemethode 4) Fj8rtofis
machinaal (Southwell) methode

In de berekening van het rechterlid van (3.13) komen geen principi¥le verschil-
len voor. De weerkaart wordt overdekt door een orthogonaal rooster. De rooster-
punten worden in de x-—richting genummerd met m = O, 1, scceey P en in de y-rich-
ting met n = O, 1, coosey go We nemen in het vervolg steeds de roosterconstan-—
ten 4x =AYy = 4. Voor het numerieke eguivalent van de vlakke Laplaceoperator
gebruiken we voortaan de letter H
Dus

Ao H ¢m.n)= %(ml,h) +§£Cm-:m) + cf{m}nwh gf(m,h-/) -t/;i(l»»,h) (3.14)

Verder berekent men eens en voor altijd de waarden van de schaalfaktor m- en
de coriolisparameter f in alle roosterpunten.
Het rechterlid van (3.13) is dan in enkele stappen te berekenen uit de begin-

voorwaarden, als we nog de notatie invoeren :
/\( L - H : .
"l m,n,0) = M (m n) f (wyn) 4’(%\4,0} + f(.“ﬂ,h) (3.15)

Het rechterlid is dan:

A :
?‘ (myn,0) = ;')‘JVWHJV')O)_V)CW-IJ\,QJ . ﬁ(’ m,w,o)—gzﬁ(mm-w
- 20 ' 2

_ glc’m, h+/,o)_z§'(m,n-/}a)_ d/hm, no) - (56 m-1, h,0) (3.16)
7. ' 2L




- 43 =
We zullen het rechterlid in het vervolg als bekend beschouwen wanneer nggkend
is. Op de benodigde rekentijd komen we terug (blz.63).

De meeste numerieke methoden stemmen voorts overeen wat betreft de tijdsinte~

gratie. In elk punt wordt berekend:
of ) S
Plmn,vat)= ¢(m,n) Dat) + AL ,5-%—(/4;) n, (V-1)st (3.17)

of beter; met gecentreerde differenties:
Blmn, 642 8) = Blm,n,O-1)AL) + 2t g.g [, n, vat) (3.18)

Voor de verdere behandeling van de numerieke methoden richten we nu onze aan-
dacht geheel op de oplossingsmethoden van de Poisson-vergelijking.
De grafische methode van Pj8rtoft wordt apart bahandeld (blze 66 0.V, )

i}

1.) Een analytische methode: Greenfunkties.

We behandelen eerst de 2-dimensionale, continue Poisson-vergelijking
Yy

£

(2}(\ ) Wixy) = Fixy) (3.19).

figu 304

voor een rechthoekig gebied ( zie fig. 3.4 ). Hierin is \V de tijdsafgeleide
van de geopotentiaal¢> ( van het 500 mb vlak ).

We stellen als randvoorwaarde
Ej‘icra/vm(,) = SA()“W)::Q. (3.20)!
Il

In werkelijkheid zal op de rand ¢ wel degelijk veranderen, maar aangezien we
niet weten hoé, kunnen we weinig anders doen dan asnnemen, dat af&gf = O.

(vgl. blz. 33 e.v.). Verder veronderstellen we
F (rand) = O, (3.21)

hetgeen neerkomt op de aamname dat

o d, t
e W" "3 )qﬂ(ran ) -

Dit is voor de instroomrand een goede randvoorwaarde, maar waar lucht over de

rand naar buiten stroomt i.h.a. niet, zoals in III B1 is aangetoond.



- 44 =

Als (3.20) en (3.21) zouden gelden, konden we '/ en F in sinusreeksen ontwikke-

len:

Yivy) = f. B -*é’-t',m}(’-rrx/“ dn 4T Y/ ¢ (3.22)

en

=7 [4 /d?/ﬁ(’.? ke, 6547, '/r(w} ik, Fontry (323

waarin de vorm tussen accoladen de Fouriercoé&fficient voorstelt.
Nu is

(/2%}“4-%1)%( Xy) = Z {(kr /Zr} M&aér% Fa LT/ g (3.24)

We kunnen de Poisson-vergelijking dus als volgt uitschrijven:

a 4 .
kf{ﬁ%‘{%‘)‘]’aw -‘iz( f f 41 ke, v v Ff%»v)J Bl b by =0 (3:29)

)

(3.25) geldt identiek in x en y, zodat
o g

7Y &f |4y bk Yo b 270y Fltn) (3.26)

B
k1l kW . ((

Als we deze waardse voor Bkl

integraalteken verwigselen, komt er:
a £ -
%(Y)g)z_/ﬂtf /4(.76(){43/ f‘?) F(ﬁ!?) N (3-27)

0

in (3022) invullen en de volgorde van som— en

waarin G(x,yl §,q) voldoet aan:

A N e
G (xy[t) =aéZ NERE T (3.28)

G is symmetrischs

o(x,3|§5) = alfs 9 |xy) (329)
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We merken nog op, dat veor het bijzondere geval

Flxyy) = - b Ci=ve) 6 (yayp)

waarin g de deltafunktie van Dirac, voor %‘ gevonden wordts

Sb()()(j de’/i? G(th /7) J(ff =¥, 5073)

= C?(X‘Lj ) Y’«‘z‘jo) (3.30)

G is dus de Greenfunktie voor de Poisson-vergelijking met randvoorwaarden

(3.20) en (3.21)

We zoeken nu voor het niet-continue geval een soortgelijke oplossing als (3.27).

De Poissonvergelijking luidt nu, met de notaties van (3.14) en (3.16)
t -
L Hl/:(w. L/)(m,.» n) +Plm-iy,) )é(m hei) + Wm)h--:) -4¢cu,#,,,)wt1’F-(m,,,,) (3.31)

Nu is bove

%C main) + Wlm-i ) ~240mn) =

-Z 2 By Hob e (ot %éi «,f) Fo brnly =

gt Tk ‘ b .
Z A/ ¥ i B k?f’m/f Fon L1 /i (3.32)
zodat
LTk TN ,
(( H %(Pm )= "Zq (}1’1'1 ;—»}; 4 &vml z:;; ) /Qk‘é J’W k'-" "H/k AM _077 h,{: (3033)
Verder is 5o ’
F(Wh)” Z bt $vu ke :(»:/44, A"\Lv.jl'-ih/i ]
' "L X (3.34)
met (Pkf -—é‘«m (/‘\ V) Fom /(TT ﬁ'ﬁ

L
A

‘&
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We kunnen (3.31) dus als volgt uitschrijven:

o%_@wkw/k umn/ﬁ[ﬁu((«;‘}% ‘Tfj Z (/w\mkvr%wﬁw/] (3.35)
£ : f

Het is duidelijk dat men de sommatie over k en 1 kan beperken tot
= 1ye000y D=1 1 = 1,«:0.0, q—1, daar k = O, penl = O,q_ de sinusfaktoren
nul maken en alle overige waarden een periodieke herhaling geven van het reeds

gesommeerde gebied.

Zo vinden we nu

P=\
)

B =_.gl FC/ v) bl b ¥y (3.36)
— . "L

De oplossing van de Poisson-vergelijking kan hiermee expliciet worden geschre-

ven als een eindige som

pq
-t
b (m, n)__d} Z V) P kT fp {werv/g_ b k00 B €05 (5.37)
fuv KT bt LT
/«.V,lf,é / 24

De bijbehorende Greenfunktie G(m,n‘/m,V) vinden we weer door te stellen:

F(/"‘V) =" 8/A‘m Vv

©

waarin de ¢ ditmael het Kronecker symbool. We vinden dan

P-
o h )
Cﬂwmlwmno} Fou ) gw _f){; wlika“o be S0 (3.38)
K(—o * =

Met behulp daarvan kunnen we schrijven:

P
4-1

A
!b(m,n)-—--Z G(M,h‘/«lv),:(/h_\/) (3.39)
Mv=i
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Wanneer niet met een vierkant gebied gewerkt wordt en dus p:#q, zal

G C‘Mm‘/A,v) % G Cmn

v, 4) (3.40)

Voor de waarde q)(mgn) in één punt moet men dan beschikken over

(p=1) (g=1)

verschillende waarden van de Greenfunktie. Er is symmetrie om de beide dia-
gonalen, zodat elke G-waarde 4 keer voorkomt,

Voor alle (p-1) (gq=1) inwendige punten (m,n) heeft men dus nodig
1 2 2
2 (p=1)% (q=1)

waarden van G. Voor een grof rooster zijn p en g van de orde van 20, zodat
het geheugen van een rekenmachine minstens ca. 4000 plaatsen zou moeten be-
vatten voor de Greenfunktie alleen. Het oplossen van de Poisson=vergelijking
komt dan neer op (p=1) (q=1) optellingen en vermenigvuldigingen per punt, in
totaal dus ( exclusief de berekening van G zelf ) op

(pm1)2 (qaﬂ)z optellingen en vermenigvuldigingen

Men heeft dan sen exakte oplossing van de benaderende vergelijking (3.31).

De methode met de Greenfunkties is in 1950 gebruikt door J. von Neumann,

J. Charney en R. Fj8rtoft voor de ENIAC (Electronic Numerical Integrator And

Computer ).

Deze machine had een zeer beperkt geheugen, zodat het niet mogelijk was de

G-waarden daarin onder te brangen., Deze werden telkens opnieuw berekend, zo-

dat feitelijk (3.31) direkt gesommeerd werd. Dit omslachtige procédé, dat met

tijdsintervallen t = 2 uur 12 maal herhaald moest worden voor een voorgpel-

ling over 24 uur, kostte de machine ca. 24 uur. Desondanks zal het principié&le

belang van deze eerste numerieke voorspellingen duidelijk zijn. De resultaten

waren bemcedigend. De optredende fouten waren in hoofdzask als volgt te rubri-

cerens

1) Differentiefouten, veroorzaakt door het invoeren ven differentiequoti¥nten
voor differentiaalquotinten. Deze zijn gemakkelijk te herkennen, doordat
h.v. de grootheid 6 s niet invariant bleek, wat in de oorsprounkelijke ver-
gelijkingen uiteraard wel zo is (/) is immers de absolute vorticiteit )

2) Barokliene effekten. In gebieden waar 'Eog _VAA (‘4)>%/9)%Otraden soms flinke-

afwijkingen op, welke gepaard gingen met creatie van absolute vorticitedlt.
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2. Algemene matrixmethoden, eliminatie volgens Gauss.

We vatten (3.31) op als een stelsel van N = (p-2) (g-2) lineaire vergelijkin-

gen met N onbekenden. Laten we de roosterpunten doorlopend nummeren:

| IR 3 p-l P
P+l Ptz P+3 Lp- e
lﬂ’nPH (_@.'l) P+ (ﬁ'l){“{% @.|JP+P-| 4P

In een of ander punt r noteren we nu kortweg y@ en F .

We beschouwen nu de kolommatrix %’, waarvan de elementen de waarden ‘Pr
zijn voor alle inwendige punten. Met V@ duiden we in het volgende de rand-
waarden aan.

Voor een geheel in het inwendige gelegen punt r wordt (3.31):

A A z

A
4 %r\ - y/r" - %rll - ¢’-I'l - %ruv =—0(' (30413)

= N

Voor een aan de rand gelegen punt ( b.v. p + 3 ) wordt (3.31):
A A A A A

N
4% -~ Ve - Ko = }?O _ A (341D)

Voor een in een hoek liggend punt ( b.ve. p + 2 )3
A A 1_/'
15, ~ b - Fo - f +h, -dF (30410

We beschouwen nu de (bekende) rechterleden van de vergelijkingen (3.41abe)
als de elementen b, van een kolommatrix b. Zij nu L een N-bij-N matrix met
louter getallen 4 op de hoofddiagonaal en verder op elke regel en kolom min-

stens 2 en hoogstens 4 getallen =1, zodanig dat

L¢=b (3.42)

“het stelsel van N lineaire vergelijkingen van het type (3.41) representeert,
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dat met (3.31) overeenkomt. We gaan nu de oplossing van (3.42) bestuderen.

Als ﬁe deze methode met de analytische methode vergelijken, kunnen we twee

voordelen opmerkens

1. Aangezien we niet op eenvoudige eigenfunkties aansturen, mag de vorm van
de rand willekeurig zijn. '

2. Om degelfde reden hoeven we niet te veronderstellen dat in de randpunten
zal gelden: '

7 0
F = °
P

Alvorens een schatting te maken van het aantal vermenigvuldigingen en optel-
lingen, dat bij (3.42) nodig is voor de oplossing van de Poisson-vergelijking
zullen we eerst nog even aantonen dat er een &énduidige oplossing bestaat.

Hiertoe beschouwen we eerst het bijzondere geval
b =0

dat zich voordoet voor de Laplacevergelijking met homogene randvoorwaarden,
dus ﬁr = @ = 0. We beweren, dat (3.42) in dit geval alleen de triviale op-
lossing heeft, nl.

V=0

Stel dat er elementen van % waren, die ¥ O waren. Onder deze was er een groot—

ste w s waarvoor echter zou gelden:

% Pr %?W r

zodat ook in alle naburige punten S//gellgk l/lpmoest zijn. Deze redenering
voortzettend zou ock in de randpunten y/ y;#:o moeten zijn, in strijd met
de onderstelling.
Daarmee is bewezen, dat
A
LY -

alleen de triviale oplossing heeft. Dus is L niet-singulier. Daaruit velgt
weer, dat (3.42) een &énduidige oplossing heeft. Dat wil zeggen, dat (3.42)
bij gebruik van dezelfde randvoorwaarden (3.20) en (3.21) als bij de Gresn-
funkties, dezelfde oplossing zal geven. De Greenfunkties (3.40) zijn derhalve

. . . -1
niets anders dan de elementen van de inverse metrix L .

Noteren we nu de Greenfunktie even als

G ( rl T, )
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dan geldt wegens de symmetrie van G in TeT, blijkbaar ook
- -l
(‘L')Y\Y‘o = (,L )ror

Dus de inverse matrix L'1 is symmetrisch, dus geldt ook, als L' de gespiegel~

de van L is

L=L (3.43)

De daadwerkelijke oplossing van (3.42) wordt niet uitgevoerd met behulp van

de formele oplossing

oty

want dit proces vereist de berekening van N2 (N=1) bij (N-1) determinanten 1%
hetgeen circa N5 vermenigvuldigingen vergt. Gebruikt men de regel van Cramer,
dan wordt dit aantal van de orde N4e

Voordeliger werkt men met de bekende eliminatiemethode van Gauss ( de HoBoS.~-
methode ! ), waarbij men de oorspronkelijke N vergelijkingen herleidt tot een
stelsel van (N-1) vergelijkingen met (N-1) onbekenden. Dit kost 2 N (N-1) ver-
menigvuldigingen en N (N-1) optellingen in het geval van een algemene matrix.
Dit proces wordt N-1 maal herhaald met steeds kleiner wordend aantal vergelij-
lingen.

Het werk is in het algemene geval ( Zie b.v. Booth, 1955 )

2 {y (N=1) + (N=1) (N=2) + ... 20{] g(z/j)N (N2—1) vermenigvuldigingen

en de helft van dit aantal optellingen, Het zo wverkregen stelsel vergelijkin-
gen laat zich met % N2 vermenigvuldigingen en 3 (N=1)2 optellingen oplossen.

Het totale werk is dus voor grote N van de orde
N3 optellingen &n vermenigvuldigingen.

Door de eenvoudige vorm van L zal dit bij schatting gereduceerd worden tots:

xe \x

Aangezien N bij de barotrope voorspellingsvergelijking van de orde 10j is,

springt het voordeel van het eliminatieproces volgens Gauss duidelijk in het

008&o

1) N is van de orde 10°.
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We hebben ook hier weer een exakte oplossing. De methode volgens Gauss is

bij schatting een faktor

10\ W

voordeliger dan de methode van direkte sommatie van (3.37) maar eist een gro-
ter geheugen., Daarentegen is de methode Gauss onvoordeliger dan de sommatie
van (3.39), waarvoor, als de Greenfunktie eenmaal in het geheugen is onder-
gebracht, slechts ongeveer

N2
vermenigvuldigingen 8n optellingen zijn vereist. Het is echter gebleken, dat
de niet-exakte oplossingen van (3.42) welke langs iteratieve weg worden ver=-

kregen, nog asnmerkelijk sneller zijn, n.l. ongeveer (zie(3°74»

10 N 'y optellingen en vermenigvuldigingen

De convergentie van deze methoden is echter een punt dat nauwkeurige overwe-

ging vereist.

éo Iteratie methoden.

a) Algemeen convergentie kriterium.

We zoeken de oplossing van (3.42) als limiet van een rij benaderingen

P

N <
po o po L, el

Laat,1¢(0 -Db = a(J) (3-44)

dan noemen we a(g) de resgiduvektor van de Jj=de benadering.

Onze oplossing is bereikt, zodra

D

Nodig en voldoende daartoe is, dat het inprodukt van a(a) met zichzelf ver~—
dwijnt s

({3, 03y Jo (3045)

A
Hoe we onze benaderingen ¥/<J) krijgen is in beginsel willekeurig.

. () M) o
We willen echter een algemene methode zoeken, om uit een % ‘1 af



- 52 =
te leiden, waarvan we zeker weten, dat

(& (3 + 1), a(j + 1) ) ) < ( a(j), é(j) ) (3.46)

Stel nu @ (3+1) _ ¢(3) ~ hoo(d) (3.46a)

d H
(3)

correktievektor. De voorwaarde (3.46) kunnen we m.b.v. (3.44) omzetten in

waarin Ai een nader te bepalen scalar en c een voorlopig ongespecificeerde

(e 2z o@), 0 Ly o)y ¢ (ald), W)

of

- 2 J ( a(¢j>’ L C(J)) " )\23 ( L O('j), L C(J) ) <0 (3047>

'We zijn echter met de voorwaarde (3.47) nog niet tevreden.
We wensen %j z8 te bepalen, dat we ( a ¥ 1), a(a + 1) ) als funktie van 'Aj

beschouwd, zo klein mogelijk maken., We zoeken dus ook nog het minimum van

£ ()\J) E>\23 ( L cﬂ(j)’ L C(J) ) - 2}\3 ( a(j), L C(J)) +( a(‘j),a(j) )

Aangezien (L c(j), L c(j)) > 0 ig er inderdaad een minimum, dat juist halver=-

wege de beide wortels

2 (a(j), L C(J%
( xj)1 =0 en ( Aj)z - : (3.48)

(1 o), 1 o(d)

ligt f(XQ
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Hiermee is bewezen, dat voor een willekeurige matrix L en voor willekesurig

gekozen correktievekioren Q(J} de rij

¢<O), @(1), 005 @(j) convergeert naar ¢ s
(a9, 1 ol

mits steeds )@: : gekogzen wordts

TR E) R E)R

Er bestaat nu een grote verscheidenheid numerieke procédé's, welke iseder hun
speciale keuze van @(j) voorschrijven. Voor zover bekend is niet algemeen te
zeggen, welk proces het beste is voor een gegeven vergelijking met gegeven
rand en randvoorwaarden.

In de rekenpraktijk voor de Poigson=vergelijking zijn echter twee methoden
op de voorgrond getreden. De oudste methode is die van L.F.Richardson (1911},

welke in de handen van R.V.Southwell nitgegroceid is tot de relaxatiemethods,

Daarnaest wint door de elektronische rekenautomaat de methode Liebmann (191%)
en speciaal de door S.P.Frankel (1950) gepropageerde “geextrapoleerde methods.-
Lisbmann veld. Kenmerkend voor teide methoden isg de simpele keuze van dg cor-
rektievekitors c(J) heeft in beginsel slechts één element dat ongelijk nul is.
Door de eenvoudige vorm van L kan voor x)b)m een constante, onafhankelijk wvan
J gekogzen worden, wat een gvoot voordeel is. De relaxatiemethode, die nist
gesclikt is voor rekenautomaten, bevat geen starre voorschriften. Aan het in-
zicht van de regkenasr wordt overgeslaten om zonodig A iets groter of kleiner
dan de vastgestelde constante te kiezen ( "onder relaxatie" resp. "over rel -
xatis® ) en eventueel zelfs voor c(j) een vektor te nemen met een groter aan-
tal elementen ongelijk nul (Yblokrelaxatie®).

Gezien de ruime voorwaarden (3.48) waarbinnen convergentie heerst en de &én

=
i

duidigheid van de oplogsing van de Poisson-vergelijking, zijn in de praletiik

geen foutieve uitkomsten te vrezen. Bventuele fouten vertragen de convergentie,

maar leiden niet tot verkeerde OPlOSSng@ng omdat ze bij volgende b«

adaringen

voortaurend verklelnd Wworder .

b) De methode Richardson; relaxatismethode.

We zullen nu de methode van Richardscn bshandelen toegepast op de FPoilsgonvyer-
gelijking (3.31) met randvoorwaarden:

A

% (rend) = 0 ( niet essentieell)

A
F(rand) = willekeurig
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We gebruiken in elk inwendig punt (m,n) een correktie, bestaande uit een

positieve faktor )\ maal het residu in (m,n)

mﬁ%&'i)--ﬁa o o xLH m(m & Fom W =
A () Al A | () | |
= WWM[W*ZW.W) +M£n+r,n>+¢%, n) + }0%,”—/) - L/sf%»/-#m,ﬂvoor (m,n) inwendig,

‘ 3.49)
A g+) A Q)
(mn) = P mn) =0 voor (myn) op de rand.

2800

We beschouwen nu niet de residuvektor a, maar de fout £ t.0.v. de ware op-

lossing ¢ H

" £Q)(Wlm3 = w)w,m - jﬁ(wm)

Als we deze relatie in (3.49) substitueren, krijgen we een recurrente betrek-

king voor &(J (myn)s

1y ' '
Eﬂ (wn) = E’Q)C.W.h) A d.lHEQ)CVM,h) (myn) inwendig

i)
€ (wm=o0 (myn) rand

A
want voor de ware oplossing (L is de vorm tussen .7 nul.

We gaan nu € ontwikkelen naar eigenfunkties van de operator d.2 H bij een recht-=

hoekige rand. Aangezien op de rand & = 0, zijn de eigenfunkties Cvgl. (3022)) :

€y MM = Son KT gy b €T 0/ (3.50)
met m = 1,2,...0, p-1
n = 1,2,-00., q_'—1

Uit (3.33) zien we, dat de bijbehorende eigenwaarden van a2 H zijn:

2 * Tk T4 * ;

ia“ H - 4 ( 3w + ot (3.51)

(a® H), = -4 pry T

Deze eigenwaarden zijn alle negatief. De kleinste en grootste in absolute

waarde behoren bij k = 1.= 1 resp. k = p-1 en 1 = g-1. Deze geven we aan met
2 2

(a I-I)o en (ad H)m resp.
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( d.zH)OE ~r2

} (3.52)

(a%E). £- 8 + 1 (2 2 +q

Deze eigenfunkties (3.50) zijn ook de eigenfunkties voor de “iteratieoperator"
K= 1 +\d%m
De corresponderende eigenwaarden zijn

K =14 ,\(citzz,-z)kl (3.53)

A
We kunnen nu voor de eerste benadering %/(o) de fout in het punt (m,n)

schrijven als:

Q)] 5"
€ (m,n) = & %M Ep (M) (3.54)

waarin &1 de ontwikkelingscoé&fficiénten zijn. Dan is
(3) P J .
£ (myn) =4 gy € g mm) K (3.55)

Naarmate j toeneemt verdwijnen de componenten & y Waarvoor

kl

|k <1 (3056)

deg te sneller, naarmate \Kkl\ kleiner is. Deze iteratiemethode met zijn vas-
te waarde van A is dus alleen convergent, indien (3.56) voor alle k en 1 geldt.
De uiteindelijke convergentiesnelheid wordt bepaald door de grootste waarde
onder de lKkﬂ, noem deze K.

Letten we alleen op de algebraische waarde,dan hebben we voor Kkl het inter-
val (zie (3.52)) :

K =1+ A(dzﬂ)m b AL >\(d2H)o=-'= X, (3.57)

De = tekens gelden voor k, 1 = 1,1 en k,1 = p=1, g~1. Dus is

K = grootste van (\Kﬁl, IKO\)
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voor M=o is K* = 1. Laten we nu A aangroeien, dan daalt K_ langzaam vanaf
1 en Km snel. Voor kleine ) zal dus K= = KB > 0. Voor grotere waarden van A
wordt K zo sterk negatief, dat IKml7'Ko. Dan is dus K° = )Km
name van \ maakt K. nog groter,

. Verdere toe~

De kleinste waarde van Kae ( dus de snelste convergentie ) bereiken we voor

die \ » Waarvoor Jjuist
K =1 +Xx@%) =]k | =-(1+x(&%))
0 o m' m

-2
Dus A = =

(d2H)o + (dzH)m

B

Bij deze optimale keuze van A zullen de *hardnekkigste" eigenfunktiés voor

£, n.l.s & , en &

o=1,q—1 Juist met gelijke snelheid afnemen, en wel volgenss
-1,q-

151

* ‘ .
Ki=1-odd - L =i + ey =

=2

A

=472+ BT (3.58)

De methode Richardson werkt dus met het iteratieveoorschrift:
L a N7 . A ‘
: +1 2 2
PO am) <p @)+ 1 @Pr Dian) - 0 Fapn) (3.59)

Variaties op dit starre voorschrift worden bij niet machinale berekeningen

veelvuldig toegepast. Men spreekt dan van relaxatie. Enkele punten zijn hier-

. . .y (o)

Het is nuttig, de eerste benadering ¥
0 =)

£ ( de "grondtoon" ) en‘Et) ( de "hoogste boventoon" ) klein

15 Pt 4-
zijn. Als pLq¥20, worden per iteratie de hierbij behorende fouten slechts

bij van belang.

zo te kiezen, dat de fouten

enkele progenten kleiner. Door ervaring is het mogelijk een goede ¢(°> te
kiegen., Blijkt tijdens de berekening ( die uit de hand wordt gedasn ) dat toch
een vrij grote grondtoonfout aanwezig is, dan kan deze door blokrelaxatie wor—
‘den verminderd.

Verder wordt de convergentie aanmerkelijk bespoedigd door telkens het punt

uit te zoeken met het grootste residu
A5 A
a%m V;(J)(m,n) -4 F (msn)

en dadrop de corrsektie toe te passen.
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Dit opsporen van het grootste residu gaat zeer snel met behulp van het mense=
1lijk oog; voor de rekenautomaat is het echter een uitvoerige bewerking.

Voor het oplossen van de barotrope voorspellingsvergelijking is de relaxatie-
methode verschillende malen toegepast. Aangegzien de "“relaxatietijd" volgens
(3.58) ongeveer kwadratisch toeneemt met het aantal roosterpunten gebruikt

men meestal een grof rooster. Het berekenen van %ééf uit de beginvoorwaarden
kost dan ongeveer 6 uur voor een ervaren rekenaar. Vgl. Bolin en Charney (1951).
Het relaxatieproces is alleen geschikt om, zonder rekenautomaat, een speciaal
geval te ondergoeken., Voof routinevoorspellingen is het ten ene male onge-
schikt.

c). De ge¥xirapoleerde methode-Liebmann.

De methode Liebmann is een correctieproces, dat evenals de methode Richardsen
op individuele punten wordt toegepast. Men werkt hier echter systematisch rij
na rij af. Reeds aangebrachte verbeteringen worden, anders dan bij Rishardson,
direkt bij de volgende benaderingen mee verwerkt.

Met dezelfde probleemstelling en notaties als in b), wordt nu het iteratie-
voorschrifts

b d%l
Q(gm)n »w.)+ /\[W(m—l n) +§b(m+/n)+ }M“M h- /) + %é/[ho hti) = x,tygdn,n) A /"(’m m)ﬂ,

} voor (m,n) inwendiggz( 60)
}bfhr,n)’ é}é (I'h,n) = O voor (m,n) ran«ipmrtj

Het oorspronkelijk door Liebmann voorgestelde procédé werkte met K = 1 .

zodat

A(f+) H
W (m,n) = L/DZ(Zniw) # %(gwm)*%(m =) +y/fn mi) = A" /:M n)/

Dit komt er dan op neer, dat men punt voor punt itracht de Poissonvergslijking
te bevredigen, waardoor in de buurpunten nieuwe (kleinere) fouten cntstaan.
We zullen echter aantonen, dat ,X: 1 niet de optimale keuze is.

4

We beschouwen daartoe weer de fout

: A
eDmmn) « ¥ (mn) - § (@)
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hetgeen bij substitutie in (3.60) de volgende recurrente relatie opleverts
) ( @+ () y+) ' -
Empn)=& C)\/M)V\)f-)\[E(W-\)v\) +€Cdrn+l)h\ +Emn-) *f'é((dv)n)\/\ﬂ) -48%«m)J

inwendige punten P(3.61)

g+ )

Etmn) = E(mn)=0 randpunten
We schrijven kortweg (3 !
j+1) Qfé
E(m,n) = x(X)E (myn) (3.62)

waarin de lineaire opera’corm afhangt van A We zullen weer he% el genwaarden—
spektrum van K(X) onderzoeken en de grootste absolute waarde beschouwen als
maat voor de snelheid, waarmee het proces ecmrve;r:-geer'te

Laat Kkl een eigenwaarde zijn van K()\)o We proberen nu eigenfunkties voor &
van de volgende vorm, waarvan zal blijken dat zij een volledig orthogonaal
vormen s

m n
ékl(m,n) =4, B sin kTm/p sin é’ﬂ'n/q (3.63

met k = 1,2 coooy p-‘n; 1= 192 co0 ey qa’dﬂ

Hierbij komen in elke Ek twee constante faktoren Akl en B ., voor tot mach-

1 k1
ten ( m resp. n ), die van de positie van het roosterpunt afhangen.

De waarden hiervan zullen blijken te worden bepaald door ds eis, dat op de
rend € = O moet zijn. We zullen (3.63) substitueren in de met behulp van (3.62)
herschreven vergelijking (3.61):

K £(myn) =§£(m,n) + X[Ké(mq,n)+£(m+1,n)+K€(m,n=1)+é(m,n+1)~=4€(m,n)j

Voor zekere eigenfunktie Ekl(m,n) moet dan gelden

Ky1 €pq (mym) =6kl(m’n)+'\Eckdé,kl(m°1 yn)+€  (m+1,0) 4K € o (myn-1)+

#6q (myn+1)-4 ) (m,n)] (3.64)

of, met (3.63) en weglating van de indices k,1:
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[K-1+43) 48" S0 i €0 A8 e [ i) i (707
w_ h-| - .
P AR g [ i (47 -, Bl 27124 3.65)

De faktoren tussen [ )| kunnen we nog uitwerken. De eerste wordt:

K sin (1% ey _ K bm KE o kue AV I s KT Aamkm«kﬁgz

Neem nu een randpunt met m = p. Dan houden we over:

+ (- K+ A2) sin k‘\'\'/p
(3.65) wordt nu voor m = p

0 =XA"" B sin f1n Ja - (=K + Az) sin kT /p ,
zodat Kkl Akl gesteld moet worden. Bvenzo blijkt Kkl = Bkl
Aangezien het veranderen van het teken A of B neerkomt op het vervangen van
m door (p-m), resp. n door (g-n) {zie (3.63)) kunnen we A = B stellen.
(3.65) wordt nu

A2 — 1% 4% =2N\A (cos‘IT% + cos'ﬂ'%)

of, met de afkorting + = cos?r% + cosTF% s

k1

A2

=
o

- 2Ath + (4A-1) = 0. (3.66)

Hieruit vinden we i.h.a. twee waarden Akl blj iedere eigenfunktie.

Deze dupliciteit is echter slechts schijn, omdat de verwisseling
(m,n) <> (p-m, g-n)

het teken van t omdraait en daarmee dat van A; hetgeen, zoals resds wsrd
opgemerkt, geen gevolgen heeft. (3.36) is dus inderdaad een volledig, ortho-
gonaal stelsel.
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We gaan nu weer de optimale waarde van A bepalen, dat wil zeggen, die waar-

de >\o’ waarvoor de grootste absolute waarde \Kkl (>‘o) | voor alle k en 1

(notaties K*) minimaal wordt. We hebben

2 5 2
S N R i\ﬂ ey = Ah

We onderscheiden twee gevallen.

1O

met absolute waarden

H%IF I(Akl)‘l] "‘\(“kl)Z}:mm

s e
£ ?/;\Q

N
P

A=

1
[
|
1
|
|
|
l
|
|
A
|
i
i
!
|
}
A

)

6

i
l
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
i

Dus \Kkl\ = 4% - 1

Dit geval doet zich voor indien

G t]il €4%k-1 of tilé (4h - DX2= £ (V)

(3.67)

. De vierkantsvergelijking (3.66) heeft twee complex geconjugeerde wortels

(3.68)

(3.69)
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De grafiek van fig. 3.6 geeft het verloop van £ ()\). Verder zijn enkele hovi-
zontale lijnen getekend voor de niveaus

2 1 2
te) = ( c0s T/p + cos T /q)

Het hoogste niveau is

ti =( cos T/p + cos‘W/q)2534 - Z-WZ(PSZ + qm2>

Blijkens (3.69) geldt (3.68) in het gebied tussen de snijpunten van de krom—

me met de niveaulijnen, het "hinnengebied".

We zien uit (3.68), dat lKkll afneemt met afnemende A.

De kleinste waarden van\Kkl\in het geldigheidsbebied wvan (3.68) ( bij

vaste k en 1 ) vinden we dus, door voor X juist de abscis te kiezen van het
. - . . . 2

linkersnijpunt van de niveaulijn t

kl
den zal de gezochte K*bijn, waarbij we anticiperen dat in het buitengsbied

met de kromme. De grooiste van deze wazr—

geen kleinere K*fe halen valt. De bijbehordnde AO is dus de kleinste wortel

Van

2 \2
tm>\"’4+1:0

zodat

e e

=a 2 2 ;=2 -2 -2 =2
Ao =2t ~\]4°‘6m=%=°%‘11’ (" +a )m\!_Z;'\T\[p +q

of'y, voor grote p en q:

Aoz g -2 p2 4+ g2 (3.70)
* - = V -
Met (3,68) wordt K21 -T2 {;—W Voor p; g3y 1 (3.71)

2%, We zullen nu nog aantonen dat in het geval (3.66) twee refle woriels
heeft, de kleinste K¥éveneens in het punt Ao gevonden wordt.
Twee re8le wortels voor Akl treden op als A in het "buitengebied® ligt,

immers, als

2,2
Nt > 4x-1

We moeten nu hebben de grootste absolute waarde welke een van heide wortels
van (3.66) oplevert bij vaste A, k en 1.
We kiegen dus uit (3067) de wortel met het + teken:

+ 2 .2
A =)\tkl+ A tog = 4A+ 1



Dus ]A£1l=])\tkl +JWX:M1’7MX[7\D,\ -1 (3.72

Dus hier vinden we een Kkl(X)7'4)_- 1

S

Het rechter buitengebied (voorbij Q) is dus zeker niet interessant.
We moeten onze eventuele K*ﬁus in het linker buitengebied zoeken,

Als we (3.66) differi¥ren naar X krijgen we

Adop = Al =2 (3.73)
i e = Ao — N%ﬂ

Nu is A;l < 1, immers

2 2
tq +|th1)< - 4X + 1<1, omdat

2 \ 2 o\ L
teg A —4A+1<1-2tk1>\+tkl>\

en dit geldt wegens

>\70en tk1<2
Dus is de teller van het rechterlid van (3.73) negatief. Voor A;l ig de’

noemer echter positief. Derhalve zal A+ kleiner worden bij toenemende P

kl
De kleinste lAkll vinden we daarom weer in het punt P.

Hiermee is bewezen, dat het optimale iteratierecept voor de geéxtrapolecrde

methode Liebmann is ( voor grote p en g ):
AL+ (4) —
plan=ylone (L= 10T ),

AQ“} q ) :
LYl + \P(V\M’l W) 4 i, n-) +(//?m.,n+/) 1%}// w 7} o Fpmi h) ,} (3.602)

terwijl biJ elke iteratie de hardnekkigste fouten gereduceerd wordsn met een

factor ( grote p en q )

K1 -2V 52 4351 - (3.71a)

wa4

waarin P-2 = % ( sz + qﬂz )
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en dus P het kwadratisch harmonisch gemiddelde van p en q.

Is p =q, dan is P = p = q.

\

Vergelijken we dit resultaat met (3.58), dan blijkt dat vooral voor grote
P en q de methode Richardson veel trager convergeert.
We moeten nu nog de op blz.51 gedane bewering waar maken, dat iteratiemetho-

den een "werk" geven van de orde

10N (ﬁroptellingen en vermenigvuldigingen.

At
Neem een vierkant rooster, dan is P =p = g =N en els dat de fouten in %ﬁ‘”}

minstens een faktor e Y kleiner gemaakt moeten worden. Het aantal iteraties

i vinden we nu uit
: i - “T o3
CK*)=(1 -‘r{) = e Y ( bovo e ' = 1077 )

Dus, als PJ/T,

Do = J 3. T
ey E ST (2.74)

Het werk per iteratie bestaat i.h.a. uit 3 vermenigvuldigingen en T optelliie

gen per roosterpunt. Dus het totale werk voor P2 punten is

dp3 _ 13

1 ﬁ.P = == NVN optellingen en

3 dpd_ 33 N vermenigvuldigingen
T T

We zijn hiermee gekomen aan het eind van ons overzicht van de numsrieke o=
lossingsmethoden voor de barotrope voorspellingsvergelijking. Als praktiscie

gevolgtrekking geven we nog:

d) Een schatting van de benodigde rekentijd voor een 48-uurs barotrore voor-

spelling met behulp van de Nederlandse P.T.T. rekenautomaat Zebra.

We gaan uit van een 500-millibaarkaart met 25 x 40 = 1000 roosterpiiiis

waarin de aanvangsgeopotentiaal ¢(nun,0) gegeven is. De invoertijd van 10

gec. 1s verwaarlooshaalr.
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Per punt moeten nu berekend worden:

optellingen vermenigvuldigingen

? (myn,0) volgens (3.15) 6 1

4 7 (myn,0) (3.16) . 8 2

¢ (myn,0) voor i iteraties (3.60a) 7i i
¢>(m,n,m) (3.17) ' 1 1

per t-cyclus per punt 15 + 71 4 + i
per 24 cycli voor 1000 punten: : 10> (360 + 168i) 103 (96 + 24i)

In deze schatting zijn vermenigvuldigingen met een faktor 4 niet meegeteld,
omdat de Zebra deze onder ander werk door kan uitvoeren. Verder is aangenomen,
dat een vaste faktor zoals n*2r~ 132 uit (3.15) direkt uit het geheugen kan
worden gehaald en dus voor 1 vermenigvuldiging telt. »
Bij verstandig programmeren hoeft bij een machine als de Zebra geen tijd voor
het inlezen van instrukties te worden berekend.
Bij willekeurige plaatsing op de trommel van de op te tellen getallen bedraagt
de gemiddelde opteltijd 51/6 msec. Door optimale plaatsing in het geheugen
kan deze tijd vermoedelijk tot 3 msec. worden teruggebracht. Op eenzelfde wij-
ze geldt als vermenigvuldigtijd bij optimaal programmeren waarschijnlijk 13
msec. Met deze getallen komen we op

38,8 + 20,8i minuten
voor de 48~-uur voorspelling.
We zien hieraan, dat het aantal benodigde iteraties i wvan groot praktisch

belang is. We willen (3.73) toepassen. Voor P vinden we
P =2 : V252 & 4072 - 30

We gaan nu j schatten. Ter voorkoming van accumulatie van afrondingsfouten
willen we &&n decimaal naﬁwkeuriger rekenen dan het uitgangsmateriaal. We
elisen een nauwkeurigheid in a¢ypf van 3 potenti8le meters per 12 uur of van
0.5 pot. meter per 2 uur. Als we onze eerste benadering éﬁo)(m,n) = 0 gtellen,
zal er in 1000 roosterpunten ergens een grootste fout @(o) zitten van zeg

20 pot. meters per 2 uur ( overeenkomend met een tendens van 12 pot. dskame-

ter per 12 uur ).
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0 .
Dezecf( ) mag zeker niet tevens als de hardnekkigste fout 51(?> beschouwd
2
worden. Laten we ( tamelijk wild ) schatten, dat de hardnekkigste component
hiervan 1/10 bedraagt, dus 2 pot. meter per 2 wt.n.:c"ulE Deze moet nu teruggebracht

worden tot een fout van 0.5, dus vermenigvuldigd met een faktor

3.5 j-1,4

e

. 1,4 1
Dusg is 1 =TT P = —F 30_14

Voor de volgende cycli gaan we iets anders te werk. Als eerste benadering

voox % (1“911, A )

waardoor de beginfout aanmerkelijk verkleind wordit. Voor de derde en velgen—

de cycli werken we met een lineaire extrapolatie van
A 2
%(m,n,(V-Z)At) en Y (myn, (¥V-1)at)

Bij Zweedse barotrope voorspellingen is in de praktijk gebleken, dat dan

i =4 & 5 wordt. We zullen daarom de gemiddelde waarde
is=5

aannemen.

De geschatte rekentijd voor een 48-uurs baroitrope voorspelling met behulp

van de Zebra wordt dan ruim 2 uur.

1) Aan de faktor 1/10 komen we als volgt: We vragen ons af wat in (3.54)
de coéffici&nt zal zijn van6ﬂ1 en épmi,qm1 . doz. de hardnekkigste fou-

ten eigenfunkties. Nu bevat een 500 mb kaart die een flink gedeslts wvan

het N. halfrond bestrijkt, rond 3 daal- en 3 stijggebieden, zodat 8.1

en g 4 groter gzullen zijn dan de overige.
d

Zeker gzal dus g1,1 onder de eerste negen coéfficiénten niet de grootste

3
Z €1
k, 131

en nemen alle 8 = 0 voor k,1> 3. Dan is '51 ) \= %’5(0)&" 0.1 é«_ibg/‘
2

zijn., We stellen nu grofweg

J

\Of =

[ ¥~
B

Het zal overigens nuttig zijn, de optimale}\o aan te passen aan het
spektrum van 6(0). Uit fig. 3.6 is te zien, dat men dan een iets klei-

nere Ao dient te proberen.
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Ten slotte nog enkele opmerkingen over de practische resultaten, die in Zweden

zijn verkregen ( Bolin, 1955 ).

1°. De resultaten zijn in het centrale kaartgedeelte {west-Buropa) het beste.
Dit is een gevolg van de fiktieve randvoorwaarden, waarvan de invlced gelei-
delijk verder naar het binnenste kaartgebied doordringt. Als gevolg hier-
van is soms na 48 uur bij hoge windsnelheden ook in west-Burcpa al een be-
derf van de oplossing te constateren.

2 . Bepaalde gebieden, zoals de omgeving van New-Foundland, die in de meteorolo-
gische praktijk bekend staan om hun grote temperatuurgradisnt (baroklinis!),
geven een systematische fout van het theoretisch te verwachten teken.

37, 48-unr voorspellingen steken verhoudingsgewijs gunstig af bij 24-uur voor-
spellingen, Bij de wverificatie wordt de voorspelde verandering in ﬁ verge-
‘leken met de opgetreden verandering. Men berskent veelal de correlatieco¥f-
fici8nt van beide grootheden. Deze wordt verlaagd, door de fouten in de
kaartanalyse zelf en door radiosondefouten. Voor 12-uur voorspellingen is dit
effekt zeer hinderlijk, bij 48-uur voorspellingen is het niet meer belang-

rijk. Bij 72-uur voorspellingen lopen de resultaten sterk terug.

4. De grafigche methode-Fj8rtoft.
R.Fj8rtoft (1952) heeft een methode ontwikkeld om de barotrope voorspellingsver—

gelijking zonder rekenautomaat geheel grafisch te integreren in een tijd van en-

kele uren.Theoretisch vertoont de methode een zekere zwier.De praktische resul ta-
ten zijn iets minder goed dan van de machinale voorspellingen, maar het verschil
is verragsend klein.Voor een deel is de ocorzaak wellicht te zoeken in het slechte
waarnemingsmateriaal .Anderzi jds kan de oorzaak gezocht worden in de grote zan—
dacht,die Fj8rtoft besteedt aan de ruimtelijke roosterconstante d = & % = 2 7.

Een voordeel van de methode Fj8rtoft is verder dat men "giet wat er gebeurt",

We schrijven de barotrope voorspellingsvergelijking voor willekeurige colrdina-
ten alss

(3.75)

E = - L - -~ Al IS
div., grad ég; (T,%) = =V (T,%).grad {:{1(3) div.grad ¢ (T,t) + f(r)
waarin T de positievektor op een voorlopig nog niet gespecificeerd opperviak en
f(r) als van ouds de Coriolisparameter, die nu op nog niet voorgeschreven wijze
van de plaats afhangt. De schaalfaktor m (f) zit impliciet in de differentiaal=-

operatoren.,
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De numerieke methoden knippen het integratieprobleem in drie sgtukken, n.l.
a) De berekening van het rechterlid F(F50) uit de beginvoorwaarden

b) Het oplossen van de Poissonvergelijking
div. grad jﬁé (,0) = F (T,0)
of
c) De stapsgewijze integratie van de gevonden funktie aﬁgét— naar de tijd.

Fj8rtoft werkt echter met het schemas

1
1 at (3.76)

a) Berekening van

uit de beginvoorwaarden., Hierin is F* een soort ruimtelijk gemiddelde
van F (T,0)

b) Oplossing van de Poissonvergelijking
. t
div grad E%(?,t)u ¢(§yoﬂ =j)F¥ dt
!
Doordat er slechts &én tijdeycelus is, kan de methode in verhoudingsgewijs

korte tijd uitgevoerd worden.

Ruimtelijk middelen.

We behandelen eerst in het algemeen het ruimtelijk middelingsproces.

Hoewel dit ook op een boloppervlak met poolcodrdinaten kan worden beschouwd,
zullen we ons hier beperken tot funkties, die in een cartesisch vlak gedefi-
nieerd zijn. Dit is in de praktijk een kaart van het noordelijk halfrond.

We hebben dus een cartesische positievektor.
Y
r = (X,y)

Als lengte-eenheid in dit vlak gebruiken we één radiaal van de parallelcirkel
van 60° n.-breedte. Dit noemen we de theoretische eenheid (t.e.).
Dus

1

1 teeo = —— 20,000 km =t
2T

10% ¥,
Van de in dit vlak gedefiniSerde funktie (doorgaans de geopoteniiesl wan het

500-mb vlak) interesseert ons alleen de ruimtelijke afhankelijkheid.

We beschouwen dus

B@)= ix,n),

waarvan we onderstellen, dat hij in een Fourierrecks ontwikkeld kan worden.
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We nemen bovendien aan, dat ¢ een zodanig "rustige" funktie is, dat men de

reeks na zeker aantal termen kan afbreken:

N S e
- = iker =
P(2) - ZUE) T, K - (k) (3.77)
ky=0
IPUY'R
Voor de componenten k1,k2 van de golfvektor.z geldt:
Kpsy = 2'|T/L1’2

waarin L1 o de golflengtes in resp. x- en y-richting. Met k=1 correspondeert
H
L = 2‘“‘ toeo Of L = 209000 hno

We voeren nog de kortere notatie in

¢fé(?) =°((?c) eiio;:

Het afbreken van de reeks bij golfgetal k = N kan eventueel vervangen wor=

1,2
den door de iets ruimere voorwaarde

,751;(?')(4 M \fcl -(2 +¢€ ), voor grote l?{,

waarin M en €70, constant. De hierna veolgende beschouwingen behouden dan hun
geldigheid. Het is de vraag of zelfs aan deze minder stringente voorwaarde
door de geopotentiaal van het 500-mb vlak wordt voldaan.,

Aangezien echter de barotrope voorspellingsvergelijking toch niet meer geldig
is voor grote fi\, omdat storingen met golflengte L = 103 km en kleiner niet
meer met een horizontale stroming beschreven kunnen worden zullen we ons op
het standpunt stellen dat de reeks afbreekt. Voor het afbreekgetal vinden we

ongeveesr

N -2 _ 2T g =2
L 10°. .10~

De ruimtelijke middeling wordt nu gedaan door een afvlakkingsoperator ;
A » vgl. Fjbrtoft (1955). Hiervoor geldt:

M P =3[ dx + Ty) +4 - Ty) + ey + T + Py - g>-zf¢<x(,yﬂ |
3478

In plaats van ¢(f) levert deze het ruimtelijk gemiddelde van ¢ over 4 punten,

op afstanden

I": d- teeu »
2m -~ B ( )

d.1 = 5000 km, d, = 2500 km etc. Overigens hoeft m niet geheel te zijn,

2
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We kunnen nu schrijven

by $(F) = > 2y () 7%(5) (3.79)

1?72
waarin
a (k) = % (cos §'g‘+ cos %lz ) (3.80)

Isolijnen voor deze eigenwaarde zijn afgebeeld in fig. 3.7

ko 1t
W

figo 307

De waarde van am(ﬁ)

PRI o
We vinden a_ (k) = 0 o.a. voor lo Ao ==

Aangezien lam (E)lfl1, worden bijna alle Fouriercomponenten van qﬁafgezwakto
In het bijzonder worden de é‘ﬁ met k1 + k2 = 2 m geheel uitgedoofd. We merken
nog in het bijzonder op, dat

A ¢km,m)(§) =0

De afvlakkingsoperator Am dooft dus speciaal de Fouriercomponent uit de golf-
getallen k1 = k2 = m, dus met belde golflengtes L1 = L2 = %%Ez 4 @m@ Het is
duidelijk, dat een herhaalde afvlakking Am2 de meeste componenten k(r) nog
meer zal verzwakken dan Am alleen. Ben herhaalde afvlakking AnAm met n % n
zal in dit opzicht nog effektiever zijn, omdat nu volledig uitgsdoofd worden

de componenten met

k1 + k2 =2 m én k, +k, =2mn
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De operatie Am kan grafisch worden uitgevoerd.

Laat het‘ﬁ(?) veld gegeven zijn door getekende niveaulijnen. ( 500- mil-
libarkaart ). Boven de lichtbak copi8ren we deze kaart op een tweede; We ver-
schuiven beide kaarten dan t.0.v. elkaar over een afstand 2 d_ =T /m in de
x-richting en leggen er een derde,blanke kaart bovenop, die t.0.v. beide an-
deren over een afstand d in de x-richting is verschoven.. De beide scalaire
velden telt men volgens de methode van Maxwell op. Deling door 2 komt neer

op een andere nummering van de somniveauii;jneno Deze manipulatie wordt her-
haald in de y-richting. De beide zo verkregen halve-som kaarten telt men zon-
der onderlinge verschuiving nogmaals op en deelt weer door 2. Deze laatste
kaart geeft dan juist Am¢(x,y)o Langs de randen blijft een strook ter breed-
te Tr‘/2 m blank. We merken nog op, dat de funktie Am¢overal gedefiniéerd is,
er 1s geen rooster. Overigens is Am nauw verwant met de in (3.14) gebruikte
numerieke uitvoering van de vlakke Laplaceoperator. We beschouwen hiervan de

variant Hm waarvoor zal gelden:

Hm¢(%)=“:1;2° @)(X+dm,y)+¢(x‘==dm,y)+¢(x9y+dm)+¢(x,y-=dm)~ 4¢(X9Y)] (3.81)

Hm(#(?) is ook weer een overal gedefiniferde funktie. Blijkbaar geldt

H=( 2% (4 -1) (3.82)

In de limiet van grote m geldt:
B g 4@ - o) (3.83)

Het ig er Fj8rtoft om begonnen, de "roosterconstante" dm =Tr/ 2 m zo groot
mogelijk te kiezen. Hoe groot we dm kunnen kiezen hangt af van het Fourier-
spektrum van ¢>o Als dm zodanig is, dat de belangrijkste F.-component met het
rooster gaat interfereren, zal (3.83) ook bij benadering niet meer gelden.,

We stellen

197 ) - o 4 (3:84)

waarin Cm iochoa. nog van T afhankelijk zal zijn. Bigenfunkties voor (3084)

zijn juist de ¢E . De eigenwaarden zijn:

L /e e e/

myk ~
? sin’z'rrk,l/z]m + sinz-rrkz/z;m

Voor twee positieve getallen p en g, waarvoor geldt

OZp(q'Tr, -



= 1 =

geldt algemeen
P2 P2 . qz 2
K==z < 5 < 1

sin p sin2p+sin q szq

Als dus X = max (k1, kz), dan geldt voor X <4 m

1€ ¢, g% (7K/a)? sin™? (vK/dm) (3.85)

Het verloop van het rechterlid als funktie vanK/m is grafisch veorgesteld
in fig. 3.8. Voor )‘(/m = 4 vertoont de kromme een "resonantiepiek®.
Hier moeten we in elk geval buiten blijven, door (betrekkelijk willekeurig)

voor te schrijven dat m zo groot moet worden gekozen dat steeds

r KEN < 3 m (3.86)
@TK/ 3"

S L“;‘( zal gelden. Om de gedachten te bepalen stel—
- (3

St ( /‘t“’b len we eeng even

Fen volledig, 2=dimensionaal Fouriergpektrum
Van ‘?55“00 b is, voor zover bekend, nog
nooit berekend., Als men echiter de eerste 12
termen van het f~dimensgionale F=gpektrum

( genomen langs 55° n.b. ) berekent, vindt

men doorgaans een verloop zoals met de /¢F/’“
kromme in fig. 3.8 is aangegeven. De onderste

kromme geeft een typisch spektrum voor de

verandering van ¢s"oo% per 24 uur, /%/

figo 308

We kumnen nu (3.84) als volgt schrijven:

£ 2P -5 i b ) - f: cor Pr B -0, BB (3.8
k sk, ok,
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Cm is dus een gemiddelde van Cm % met de gewichten ¢Tc($> Voor de funktiesy§
9
die ons zullen interesseren, blijkt uit de grafiek, dat het gewicht van de

C‘m % Voor kleine \:f:l sterk overweegt. Het blijkt in de prakiijk, dat
9

C_ = 1,13 1,2

We beschouwen voortaan Cm als een onbskende, empirisch te bepalen constante

en gchrijven
2 4m 2 ;
V‘%: Cm Hm = Cm (‘“_ﬁr) (Am = 1) % (jo88>

Na deze inleiding beginnen we nu met de eerste stap van de grafische methods,

n.l, de berekening van het rechterlid van (3.75) (a.))

We schrijven dit als volgt:
%2

V1) . grad.[ =5 g 24 (5,4 + f(frr)] = F(2,0) (3.89)

Voor een stereografische projectie vanuit de zuidpool is

3 3 C
m (E‘) = I (?) B mcc—————.
1+ sin;@
waarin 70 de geografische breedte en ¢ een congtante, die van de keuge der
lengteeenheden afhangt. We kiezen voor prakiische doeleinden op de kaart die

lengte op 60° n.b., welke overeenkomt met 1 meter op aarde. Dan is dus

jm'EE (600') = 1, dus

% () o1t sin 60° = 1.866
‘ﬂ-u-sin\,o ﬂ-s-sin%

m* is dus niet afhankelijk van de schaal ven de kaart.
We herschrijven nu (3.75)

2
mg (i}. m z - - N
cm—§(§) — ’%{ v[%ﬂ?(r,t)'- ¢(r,t{j =
" 2
- 38 - AN
- _.v@»,t),grad[cm T (%‘;‘—) ? {Amqﬁmt) myS@,t)]]mvcr,t)?mﬁv) (3.90)
552 - 1 Y
We beschouwen nu m (r) £ '(T¥) als zwak afhankelijk van T, vergeleken bij

Am¢(f,t) - ¢(?,t)o Langs parallelcirkels is dit zeker waar, want m" en f

hangen alleen van de breedte afs

oy () 2 () £ (3.91)

We brengen nu de factor
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in (3.90) voor het grad-teken en delen vervolgens deze hele vergelijking
erdoor.

%[Am¢(r,t) - (2, 0)]e=V (2, 8) cmaaa, $(3,0) - B(2,4)]

N (?,t)oC4TTm 2 Zﬁgzé)c o grad f(%) (3.92)

Nu heeft grad f£(T) alleen een component in de noord-zuidrichting.
Als we de noord=gzuidcomponent van N met V,, aeanduiden, kunnen we de tweede term

in het rechterlid van (3.92) dus ook schrijven als

¢
Warf w) * A Ap e

m C
m

>
=\ (T, t).grad £ () (3.93)
o T \249° e Y
Hierin is f_ () = (ﬁ) «(-3;» (1,866) J sinyf cos f (1 + sm%ﬂ) ap,
¥,
L = 0,729, 107% sec™!, de hoeksnelheid van de aarde.

(3.92) wordt dus

2 (1= 4P = -V (E) cemsa P(E1) - ag(E) - 2,(3)] (3.94)

De grootheid '}m (T,t) = (1"’Am>¢(fgt> - fm(';?) is op de Ffaktor (3.91) na

gelijk aan de “absolute vorticiteit'., We kunnen (3.94) nog schrijven als
D a 0
55/ (Fst) =0, (3.95)
m

waarmee het behoud van 7 f t) in formule is uitgedrukti.
We k;unnen het rechterlid van (3. 94) nu nog wat herleiden. In de cerste plaats

zullen We, zoals gebruikelijk, voor\/(rgt) weer de geostrofische wind invoeren
-

k -
V@02, (3,4) - w-;;wgradgb(m)

¢

waarin Eo de vertikale eenhsidgvektor.
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i -
Naasgt Vg beschouwen we nu ook nog de gsostrofische wind \lm (Ts%), behorend
bij het “gemiddelde geopotentiaalveld! Aqu + L

=

k
\, @) f( y Nerad [: a0 (F,8) + £.(7) :] (3.96)
Nu is . " |
U (8,8) =V (F,8) + e grad | (F,) - 4, (F,0) - £,(3)]
.o E
Vm (ryt) "‘ ( 3 /\gx“ad,? (rﬁt)

We kunnen het rechterlid van (3.94) dus ook schrijven:

\lm (?)/\grad? (Tyt) » grad ], (Tst) = vm(i‘,t%grad.)?m(?@‘t) (3-97)

waarmee de barotrope voorspellingsvergelijking de gedaante heeft gekregen

-

(1= 8) pE) ==\, (By8)eemad n, (3,4) (3.98)

Het ruimtelijk gemiddelde wveld Amﬁ("fg t) bevat niet meer de component §b(m,m )
en de naburige componenten zijn sterk afgevlakt. Nu blijkt wit fig, 3.8,

dat componenten met golfgetallen tussen 6 en 12 sterk tijdsafhankelijk zijn,
immers, de amplitude der 24 uurs verandering is bijna even groot als de ampli-
tude (Pilzelf..

Voor golfgetallen kleiner dan ongeveer 6 is de tijdsafhankelijkheid wveel min-
der groot. Stel dat we m nu zo kunnen kiegen, dat Am¢ (T,%) niet meer de sterk
+ijdsafhankelijke componenten bevat. We kunnen dan bij benadering zeggen dat
Am¢('§,'t) stationair is.

De fundamentele onderstelling van Fjértoft is nu,
A ¢(?,‘t) = Am%ﬁ("f*go) voor t £ 24 uur

Dan is oak—\zl (z,t) =Vm (T50)

ol

/T

$=0

fig. 3.9
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Beschouw nu een punt ?oo Het deeltje, dat zich hier ten tijde t = o bevindt,

beschrijft een baan, die we ?b(t) noemen.
Uit (3.95) volgt dan 7 _ ( 50(0),1;) “Na (%,(-1),0)

We integreren nu (3.98) voor het punt ?0 = 3:?0 (0).

t ¢
(1-4) P, 3)/ ;;[ Vo (5, (0),T) . grean, (F,(0),T) aC-

t
w |V (5,(0,0) . grea 1y, (F,(0),T) aT

T="o

£ oF
- ,I grad N (z, (-1),0) . 2 aT =
f: o}

= +7m (rO(O),O) - Y]m(rcht)io) s

We vinden dus
(1-a) [$ G, ) = 9@, o) =, (0,0 -, (F, (-+),0) (3.99)

Het rechterlid kan nu eenvoudig grafisch worden bepaald.

Het ?m veld krijgt men door het f (T) veld op te tellen bij Am¢ (T,0)

en dit somveld af te trekken van het ocorspronkelijke wveld ﬁ(f,@)o De

banen i:o van de (fictieve) Vm stroming vallen samen met de niveaulijnen

van het veld Am¢ + fm, dat immers stationair is. ( niveaulijnen = stroom-
lijnen = trajektori&n). De snelheid waarmee de banen doorlopen worden, volgt

in elk punt uit de onderlinge afstand der niveaulijnen van Amjb + fm"

De onderstelling dat Am¢ (T,t) stationair is, vormt het zwakke punt van
Fj6rtofts methode. Speciaal bij veranderingen in de algemene circulatie boven
het noordelijk halfrond, welke vaak gepaard gaan met een omslag van het hele
weertype, is Amgt (?,t) niet stationair. Deze hypothese is allesn ingevoerd

cm de bewerkingstijd van de methode bimmen redelijke grengen te houden,
Machinale methoden maken geen gebruik van deze aanvechtbare asnnams. Een voor-
deel van Fj8rtofts methode is, dat door de afvlakkingsoperator Am eventuele
fouten (ocok fouten in de oorspronkelijke analyse!) uitgesmeerd worden. De dis-

cussie van de beste keuze van m ( en dus ook clmg de roosterkonstante, alias
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halve_verschu;vinésafstand van de kaarten) stellen we uit tot we besproken

hebben de tweede stap van de methode, n.l.

Het oplossen van de "Poigsonvergelijking®
! -; - .
(1- &) b(T) = F, (7) (3.100)

We hebben hier gewoon (3.99) in andere notatie herschreven,
@) = F(E,8) - f(3,0) en T (D)= C?o(w,o) N E?o(t),o% (3.100a)

De tijd is nu geen variabele meer, die in de vergelijking optreedt.

Toepassing van de operator (1-—Am)=1 geeft direkt:
N 2 . - ; 2
\p (‘;) = Fm (1‘) + Am Fm (;) + Am Fm (I‘) + e o n 82T (_)0101)

Naar aanleiding wvan (3.80) werd al opgemerkt, dat de meeste componenten
door een herhaalde afvlakkingsoperatie verdwijnen. Er zijn echier ook hard-

nekkige componenten, zodat (3.101) slecht convergeert.

Sneller convergénte uitdrukkingen bereikt men, door gebruik te maken van

verschillende afvlakkingsoperatoren Am, An’ Ap cecase

We hebben:  (1-A ) W(F) = F_() of P(7) = &_ P@E) + 1 (F) (3.102)
Zo ook (1—An)}0(?) = Fn(’f) ofjb(?) = A y/(?) + Fn(?) (3.103)
Pas hierop A_ toe: AmVK?) = A Anyl(ﬁ) + A Fn(?) (3.104)

Met substitutie uit (3.102): ,
PE) =y )+, 7 @)+ 4y 4 pE)

Op analoge wijze kan men verkrijgen:

- = S - o
yb(r) =F (T) + A F, () + A A Fp () + A A Apy/(r
Bij geschikte keuze van m, n en p zal Am An Ap een groot santal verschillende
componenten van ¢K?) uitdoven en de rest afzwakken., Zijn m en n onderling

ondeelbaar, dan zijn er geen hardnekkige componenten meer, zodat

|4, A, A (D] <<\pz)

m “n " p
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Om echter niet F, (F) en F_ (T) apart te hoeven construeren, zoeken we een
relatie van deze met F_ (T). ( Een exakt verband is er niet, maar we kunnen
ons met een benadering tevreden stellen, omdat er nog A-operatoren védr
staan, die eventuele fouten zullen verkleinen).

Wanneer \b('z%) slechts bestond uit &én component }[)—E (?), dan gold:

k4T k2T
F,o(T) _ (-a) P () _ sin? Z%- + sin® ZIT: A
F_(?) (1-A )W (D) sin? lfﬂ'»f sin® E
sin® -KE- -ZL / sin® -)%- Iéll_ waarin weer K = max (k,, k,)

Aangezien voor X £ n,m deze laatste uitdrukking zwak afhankelijk is van X ’
mogen we aannemen, dat ook voor de algemene funktie (1/(?) deze relatie geldt,

zodat we, de sinus door zijn argument vervangende, krijgens

2
- m N
F, (B2 ne Fa (T (3.105)
Du (P)afF () n’ A F (7) n’ A A F () A A_\Y(T)
Swr—mr*’?mmr"';’?_- mnmr+Amnpv)r

Het komt nu aan op een geschikte keuze van m, n en p.
De grootste componenten van \)(T) liggen ( zie fig. 3.8) doorgaans bij K = 3.

Om y)(?) klein te krijgen zullen we dus een A, moeten toepassen. Dit mag ech-

3 .
ter niet zonder meer, omdat er dan moeilijkheden rijzen met de eis (3.86).
In verband daarmee kunnen we eigenlijk geen effektievere A-operator gebrui-

ken dan A6" Nu is

AmAnAp = ApAnA'm

en de funktie A6¢@) is voorbij X = 6 op de meeste punten afgevlakt, zodat
er een veel kleinere bijdrage in de resonantiepiek zit. Op deze afgevlakte
funktie kunnen we dan wel een A5 of A4’5 toepassen. En op A5A6(’I)('§) kan
weer een sterkere A-operator worden losgelaten.

Wat is nu de beste verhouding tussen de m, n en p?

ms:n=1z3:11is zo ineffici&nt mogeli jk. )

Laten we de verhouding aangroeien, dan bereiken we bij m ;‘ n=2z:1 weer

een ineffici¥nte waarde, omdat de helft van de componenten die door A‘n worden
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uitgedoofd, reeds door Am uitgedoofd waren. We kiezen daarom

ST NE

Dan wordt Y (F) = Fy (F) + 2 45 Fy () + 4 &g Ay o () + Ag &, oo A (3)

Met verwaarlozing van de laatste term en een kleine verschuiving in m van

6 naar 6.25, waardoor d =Tr/2m theoretische eenheden = =l o"rr—1 104 1m

12,5
juist op het ronde bedrag van 800 km op 60° n.b, uitkomt:

A N N R e
YE () = Ty oo(T) + 2hg 50 Ty os(F) + 4hg oo b, 4 (F) (3.105a)

( met de tilde geven we hier benaderingsfunkties aan )

Een andere benadering is nog

A%

waarin n

F () + 3 A T (T) (3.105Db)

m/ﬁ genomen is. De kwaliteit van deze benadering schatten we

als volgt. Laat $T{ een F-component zijn van het linkerlid van (3.105b).
Nu is

¢‘=(1+3Am)Fm=(1+3Am)(1=Am)§/f

en, wegens (3.80) voor X = (X,x)

(7}
k ' X
%;: =( 1+ 3 cos 12’571‘)(1-@057?;?17‘)

Zoals blijkt wit figuur 3,10 geeft \Q)bij m = 6,25 een goede weergave van
componenten met K tussen 4 en 6, waarmee correspondeert het voor de winter-
praktijk belangrijkste golflengtegebied van ca 3000 tot 6000 km,

1o lo ¢ %
_\’?k" ] i 1 L—7
¥ | ( in 1000 km )
1
o 1 v 3 4 s 7 & X =
figo .3 o 10

In de zomer is m = 8,3 met dm = 600 km beter.
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E. Algemene opmerking over de reversibiliteit van het barotrope model.

Om een inzicht te krijgen in de aard van de fouten, die in de barotrope
voorspellingen optreden, kan het nuttug zijn de vergelijking te integreren
van t = 0 naar =t, dus uit een gegeven eindtoestand de begintoestand terug

te berekenen.

De vraag rijst of dit mag. Het is bekend, dat de diffusievergelijking geen
tekenomkering van t toelaat, omdat dan onstabiele golfoplossingen verkre-

gen worden.

We onderzoeken nu eerst het gedrag van de gelineariseerde barotrope voor-
spellingsvergelijking (3.4). Als we hierin het teken van de ruimtelijke
differentialen en dat van de tijdsdifferantiaal omkeren, dan blijft hij gel=-
dig.

Voor kleine storingen is het barotrope model dus in maethematische zin om-
keerbaar.Voor grote storingen moet men de oorspronkelijke barotrope veor=
spellingsvergelijking beschouwen, die niet lineair is en waarvan de oplossing
dus niet in vlekke golven kan worden uitgedrukt. Een mathematisch bewijs van
de reversibiliteit van de barotrope voorspellingsvergelijking stuit daardoor
op grote moeilijkheden. Physisch kan men argumenteren, dat het barotrope mo-=
del geen omzetting van potentiéle in kinetiéche energie kent en dat processen
met konstante kinetische energie in het algemeen omkeerbaar zijn.

=0=0=0=0=0=0=0=
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Aanhangsel .

Voorbeeld van een 24-uurs voorspelling volgens Fjdrtoft.

In de hierna volgende 14 kaarten wordt een voorbeeld gegeven van de methode

Fj6rtoft. De oorspronkelijke constructie werd op volledig geanalyseerde kaar-
ten, model W17, uitgevoerd.

Door verschillende oorzaken is het gebied, waarvoor een .voorspelling wordt ver-—

kregen, kleiner dan dat wat in de oorspronkelijke analyse bekend is. Het in-

schrompelen van dit gebied-is op de hier gebruikte kaartjes model W 13 niet

meer te zien, omdat het hierop afgebeelde deel van het aardoppervlak vrijwel

samenvalt met het "voorspellingsgebied®,

De kaartjes stellen achtereenvolgens voor:

1.

i

=3
o

foo

=
© o
e [}

=N
=
)

-
I~
®

¢5oo mbs het 500 mb patroon voor 11.12.56, 1500 Z. Hoogtelijnen hier en
in alle volgende kaartjes om de 8 dam.

5 [@x,yw.m) +¢(x,y—dmﬂ met 4 = 800 km. Het gemiddelde van de twee 500-mb
patronen die men verkrijgt door een onderlinge verschuiving over 1600 km

in noord-=zuid richting.

% [d)(x+dm,y) +Cﬁ(x-dm,y5] hetzelfde als 2, maar nu met cost-west verschui-
ving.
Am (x,5), het gemiddelde van 2 en 3. Stippellijnen geven de waarden van

£ (vgls 3.93), waarbij de integratieconstante zo is gekozen, dat £, =0

op 80° n.bo
Am¢+ fm- Deze kaart geeft de som der beide velden in 4.
N =¢-— Am¢—- £ - ?m is evenredig met de absolute vorticiteit, (vgl. 3.94).

Het r)m veld verplaatst over 24 uur volgens de 'gemiddelde" stroming
Am¢+ £ (5)- |
Het verschil van de velden 7 en §_ Dit is de woorspelde versndering in Om ’

waarvoor in (3.100) de notatie Fm(x,y) gebruikt wordt.
%[Fm (x+dm,y) + Fm(x—dm,yﬂ
% [Fm (x,y+dm) + F (x,y-dm)}

3 Am Fm’ verkregen door de som van 9 en 10 met een factor 3/2 te vermenig-

vuldigen.

F + 34 F . We gebruiken hier (3.105b), volgens welke deze kaart de 24—

uurs isallohypsen voorstelt.
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13. Voorspelde 500-mb kaart voor 11.12.56, 1500 Z., verkregen door 12 bij 1
op te tellen.

14. Werkelijk opgetreden 500-mb patroon voor 11.12.56, 1500 Z.

Opmerking 1.

Het aantal kaarten, dat extra moet worden getekend om tot een voorspeld 500-
mb patrobn te komen volgens de methode PFj8rtoft is 14, twee copie&n inbegrepen.

Opmerking 2.

Hoewel het procédé in principe objectief is, is er in de praktijk bij de con-—
structie van kaart 7 niet voldoende tijd om werkelijk puntsgewijs de advectie
van V]m uit te voeren. Daardoor kan een persoonlijke visie worden geintro-

duceerd. ~
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BULAGE

K.N.M.I. “Wetenschappelilk Rapport W.R. 57-008 -

Nunerieke integratie van de barotrope voorspellingsvergelijking

" Lijst van storende fouten

Blz. Regel: Staats : ) Moet ziin:
8 ‘5 vo (ikr - i 1) (ikr - 1Gd%)
3 N .
9 6 vb w 5% w S
: d a3
LWy = 0 L
9 T b V2 P
2 -2
9 26 vb  (1.866) (1,866)
10 23 vb m m*
11 0 vhb Toevoegen: R gasconstante
11 16 vb A+ f A G+t
2 2
13 3 vo % ST
14 8vb v v
14 8 vo 2|fl| cos | 2\5.\ u cos Y
16 9 vo dx dy 4 dx dy dz
16 7 vo in is
16 6 vo dx dy dz dx dy dp | |
17 10 vo | 2 lc + vl 2 \c
18 5%b  (1.6) (1.7)
—
wevy w v
19 1vb kYW ko MWV Sp,
I1X
19 6 vb  derde vierde
20 Mvo 1€p£0 04p £1
23 16 vo -AWD ~yLelnp
ay ay
2 2
31 10V vdb 2°=2(e0.) 2 =1 25 = 2(eee) Z + 1
32 3 VO — g'.é.} . 4 g.aoo?
d d
32 2vo + ip 28AL + i 21883 & (x,7,1)



-2 - W.R. 57-008

Blz. Hegel:s Staat: : Moet zijns
33 vb 4 . C o a pdY ,
—=2U sin¥d + .... -2 (U ~ 5 )sin ¥Xd
at = c g sinz"}‘—’%‘v# sinzM%
Wﬁ e 5 s o e s o o o s o » Hieraan is zeker voldaan indien
e e e e e e e e e e e 1) sin Xd> 0,
: zodat 2d kleiner moet zijn dan
. e et de golflengte.
A >
Tvo 227U 2) d/at 2 U,
35 1M vo o+ [X(6) = X(t-y)) --D((t) - At-v))
36 12 vb van af van p af
46 4Vb 1=1, eoe 1=1, seoe
La)
48 T vb Fr Fr
52 8vb =2 j(ees) + -2 AJ (eeee) +
55 2 Vo k, 1 = 1,1 . k’l = 1,1
58 10 vb  orthogonaal orthogonaal stelsel
59 Tvo =2)t A -2 t,, A
59 2vo (3.36) (3.63)
61 15 vb ti)\2-4+1¢-0 tzx2_4}\+1=o
68 5 vo Am¢ () = %[.... - 4¢(x,yj Am¢(?) = %[...], weglaten:
| - 475(1:,3')
' k ko T
69 4 vb % (oes) % (cos —;%r + cos —5;3_' )
69 5 vo k(r) 3
%
73 12 vo  (1,866)2 | | (1,866)72
80 16 vb toevoegen: J.M. 6
83 12 vb  11.12.56 ‘ 10.12.56

78 onderaan,

in

16

fig. 3.10 is de kromme weggevallen.

2f 1 2 3

L -
b N

L in 1000 km

fig. 3.10
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